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Foi feito um grande esforco para reproduzir os desenhos que acompanham
as questoes da forma mais fiel possivel, tanto para efeito de registro quanto
para se determinar a resposta na escala desejada. Tenho que confessar que em
alguns casos foi necessdrio um pequeno ajuste (em geral, ndo mais do que 1%
da escala) para gerar o resultado desejado.

Em relagao as provas do ITA, minhas fontes incluem cépias das provas (79—
88), na escala original, distribuidas pelo Colégio Princesa Isabel, gentilmente
fornecidas pelo amigo Alessandro J. S. Dutra; cépias dos gabaritos (de 79, 80,
82-88, 93) fora da escala, disponibilizados pelo Curso Etapa através do site
www.rumoaoita.com; originais das provas de 83 e 84.

Em relacao as provas do IME, minha principal fonte das questoes mais an-
tigas foi uma pesquisa nos arquivos da prépria instituicao, no que fui auxiliado
pelo Sub-Tenente Petrenko e sua equipe, a quem devo muitos agradecimentos.

Como nas Parte I e II, procurei acompanhar cada solugao de uma breve
andlise do problema e de uma figura adequada, onde usei a seguinte legenda
de cores:

e preto: dados do problema;
e verde: contrucoes auxiliares basicas;

e vermelho: elemento-chave para minha solucao;

azul: elemento desejado pelo problema.

: curva auxiliar.

Como antes, a notacao C(O,r) indica um circulo de centro O e raio r.

Esta terceira versao contém as solugoes das questoes de Desenho Geométrico
do ITA e do IME no tema de “Cénicas e Outras Curvas”. Em particular, esta
versao “b”, inclui uma solucdo me passada pelo Prof. Luis Lopes. Infeliz-
mente, este volume contém algumas questoes problematicas. Em particular:
ITA 1979, questao 13; ITA 1980, questao 20; ITA 1981, questao 18;
ITA 1982, questao 19; ITA 1985, questao 18 e ITA 1988, questao 3.

Boa parte das solugbes neste volume é baseada no estudo da apostila [1] do
saudoso Prof. Brandao do antigo Colégio Impacto. Gostaria de citar também
a excelente apostila [2] enviado por Marcilio U. Nagayama, que me fez lembrar
a razao bésica de organizar este material.

Rio, Dezembro de 2008
Sergio L. Netto
sergiofn@/ps.ufrj.br



1 Questoes do ITA

ITA 1979, Questao 12: Sao dadas duas circunferéncias, uma com raio igual
a 20 mm e outra com 25 mm, dois pontos P e () e duas retas r e s, conforme a
figura a seguir. As circunferéncias desenvolvem meia volta sobre as retas, sem
escorregar, no sentido horario, partindo dos pontos P e (), descrevendo duas
curvas ciclicas, sendo uma encurtada e outra alongada. Pede-se determinar o
ponto de intersecao das duas curvas.

(A2 B)4 (©5 D)1 (E)3
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ITA 1979, Questao 12.

ITA 1979, Questao 13: Dados o eixo maior AB de uma elipse, os focos F} e

F5, bem como dois pontos 1 e QQ2, conforme a figura a seguir, pertencentes ao

circulo diretor, determinar o angulo formado por duas retas tangentes a elipse.
(A) 75°  (B)90° (C)80° (D)8 (E) 70°

ITA 1980, Questao 20: Dado o eixo AB de uma hipérbole regular, os
focos F' e F’, bem como um ponto P, como mostra a figura, determinar,
aproximadamente, o menor angulo formado pelas retas que serdo tangentes
aos ramos da hipérbole e que contém o ponto P.

(A) 48° (B)53° (C)58 (D) 60° (E) 63°
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ITA 1979, Questao 13.
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ITA 1980, Questao 20.

ITA 1981, Questao 17: Determinar graficamente o avango de um parafuso,

por volta, conhecendo-se:
e Angulo da hélice da rosca igual a 18°.
e Didmetro nominal do parafuso igual a 35 mm.

(A)40mm (B)48mm (C)45mm (D) 36 mm (E) 30 mm



ITA 1981, Questao 18: Um projétil é lancado com uma velocidade inicial
Vo formando um angulo de 30° com a horizontal, descrevendo um movimento
parabdlico. Determinar graficamente (valor aproximado) a altura méxima atin-
gida pelo projétil, sendo dados:

e AB: 6800 metros (metade do alcance do projétil).

e F': foco da parabola.

e d: diretriz da parabola.

e Escala: 1 cm = 2000 metros.
(A) 1150 metros  (B) 2000 metros (C) 2500 metros

(D) 2750 metros  (E) 3000 metros

oy,
v

ITA 1981, Questao 18.



ITA 1982, Questao 19: Sao dados do problema:

e O ponto P’ pertence a uma elipse.

e O ponto F' é, simultaneamente, foco desta elipse e de uma parabola.

e A reta s é suporte do eixo da elipse e do eixo da parabola.

e O ponto F’ é o outro foco da elipse.

e O ponto A é o vértice da parabola.
Pede-se o menor angulo formado pela tangente a parabola, passando pelo ponto
P, e a tangente & elipse, passando pelo ponto P’.

(A) 50° (B) 58° (C)27° (D)48° (E) 13°

P, P,

)2l
ITA 1982, Questao 19.
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ITA 1984, Questao 20: As retas AB e C'D sao diametros conjugados de
uma elipse. Determinar o valor de seus diametros maior e menor.

(A) 8 mme 62mm (B)90 mme 55 mm (C) 96 mm e 57 mm

(D) 100 mm e 68 mm (E) 88 mm e 64 mm

D
A

ITA 1984, Questao 20.



ITA 1985, Questao 18: De uma parabola sao conhecidos: o eixo XY, a
diretriz AB, o vértice V e um ponto P de tangéncia. Encontrar a soma dos
comprimentos das medianas do triangulo definido pelo ponto P, pelo foco F' e
um ponto ) determinado pela interse¢ao da reta tangente a parabola no ponto
P com o eixo XY.

(A) 130 mm (B) 105 mm (C) 145 mm (D) 140 mm (E) 110 mm

4 p

ITA 1985, Questao 18.



ITA 1985, Questao 20: Uma hélice de 60 mm de passo ¢é tracada sobre uma
superficie cilindrica de diametro D. Na representagao grafica de seu desen-
volvimento, iniciado no ponto P, qual o par de pontos assinalados pertence a
curva?

(A)1-2 (B)3-4 (C)5-3 (D)6-3 (E)2-4
P

ITA 1985, Questao 20.

ITA 1986, Questao 17: Conhecendo-se: t, reta tangente a uma ciclica; P,

ponto de tangéncia; r, diretriz da ciclica. Pede-se: O raio da circunferéncia

geradora, assim como a construgao de um ciclo dessa curva, passando por P.
(A)20mm (B)27mm (C)16mm (D)24mm (E) 30 mm

t

ITA 1986, Questao 17.



ITA 1986, Questao 20: Determinar a distancia focal da hipérbole, conhecendo-
se: As assintotas e o ponto P pertencente a curva.
(A)60mm (B)80 mm (C)75mm (D)65mm (E)70 mm

ITA 1986, Questao 20.



ITA 1987, Questao 3: Dado o passo AB construir a espiral de Arquimedes,
usando 8 pontos. Pelo 5° ponto, tracar uma tangente a essa espiral. A normal
a essa tangente mede:

(A)20 (B)23 (C)30 (D)26 (E)19

AO

B [ ]
ITA 1987, Questao 3.

ITA 1988, Questao 3: Seja t um eixo de afinidade; A, B e C pontos que
pertencem a uma circunferéncia e A’ o ponto afim de A. Quanto medem,
aproximadamente, os eixos maior e menor da elipse afim da circunferéncia que
contém A, B e C?

(A) 100 e 65 mm (B) 120 e 72,5 mm (C) 130 e 80 mm

(D) 135,5 e 8 mm (E) 140 e 90,5 mm

C

.A,

ITA 1988, Questao 3.



ITA 1988, Questao 6: Construa uma hipocicléide encurtada de tal forma
que a ciclica seja uma elipse, sabendo-se que os pares de nimeros dados cor-
respondem respectivamente ao raio do circulo diretor e do circulo gerador da
curva. Qual é o par de valores correto?

(A)40 e 20 mm (B)45e15mm (C) 50 e 20 mm

(D) 40 ¢ 16 mm (E) 60 e 20 mm

ITA 1988, Questao 7: P, P, e P, sao pontos que pertencem a uma espiral

hiperbdlica de eixo polar XY e pélo O. Trace a assintota da espiral e, pelo

ponto P, uma reta tangente a curva. Pergunta: Qual é, aproximadamente, a

medida do maior angulo formado pela intersecao da assintota com a tangente?
(A) 140° (B) 148° (C) 157° (D) 165° (E) 176°

P1 ‘P2

O

ITA 1988, Questao 7.



ITA 1993, Questao 21: Determinar, sem tracar a curva, os pontos P e
@), comuns a uma reta dada r e a uma hipérbole dada por seus focos F e
F’ e o eixo transverso AA’. Sobre P(Q, encontre um ponto M de tal forma
que PM = PQ.MQ@Q. Pergunta: Quanto mede aproximadamente o segmento
MQ?

(A)16mm (B)3mm (C)4lmm (D)25mm (E)9 mm
Obs: O ponto P estd situado a direita de F'F’.

r

ITA 1993, Questao 21.
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ITA 1993, Questao 25: De um tricispide sao dados: o centro O da circun-
feréncia diretora, o ponto gerador G' e um ponto 1" da curva. Pede-se tracar
por T uma reta tangente a curva. Pergunta: Quanto mede a menor distancia
entre dois pontos P e P’, equidistantes das retas dadas r e s e que véem a
porcao da tangente em 7', compreendida entre r e s, sob angulos de 75°7
(A)132mm (B) 119 mm (C)8 mm (D)9l mm (E) 105 mm

T

ITA 1993, Questao 25.
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2 Questoes do IME

IME 1964/1965, Questao 1, Item 2 [valor 1,0]: Um jato d’ dgua, sob
pressao constante, descreve uma parabola no espaco. A intersecdo desta parabola
com o plano horizontal se d4 num ponto P, 8 cm a direita do seu eixo, que
é vertical. Construir a parabola, sabendo que a tangente a curva, tirada no
ponto P, faz um angulo de 45° com o plano horizontal. (Determinar o vértice
e mais 6 pontos da curva).

IME 1965/1966, Questao 1, Item (b): Tracar uma falsa espiral de 5
centros, dispostos estes segundo uma circunferéncia de 4 cm de didmetro. A
espiral devera ser tracada até o prolongamento do primeiro raio.

IME 1965/1966, Questao 1, Item (e): Restabelecer o eixo, o vértice, o
foco e a diretriz da pardbola dada.
sln: Ver figura na préxima pagina.

IME 1965/1966, Questao 1, Item (f): Dado um tridngulo equildtero ABC
de 8 cm de lado, concordar os lados AB e AC com um arco de elipse. Tomar
um dos focos da elipse sobre o lado BC.

IME 1965/1966, Questao 2, Item (b): Sao dados dois diametros conju-
gados LL' e MM’ de uma elipse que tangencia os 2 ramos de uma hipérbole,
sendo L um dos pontos de tangéncia. Sabendo-se que o eixo maior da elipse é
perpendicular ao eixo nao transverso da hipérbole e que os raios vetores desta
ultima fazem em L um angulo de 50°, tracar as duas curvas.

M/

L/

M
IME 1965/1966, Questao 2, Item (b).
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IME 1965/1966, Questao 1, Item (e).
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IME 1966/1967, Questao 2 [valor 3,0]: A reta A e o ponto F' sao respec-
tivamente uma tangente e o foco direito de uma elipse com 80 mm de distancia
focal e 0,8 de excentricidade. Pedem-se: (a) Determinar os vértices, o outro
foco e o centro da elipse; (b) Tracar o suporte A; do diametro conjugado da
diregdo A; (¢) Tragar a circunferéncia do circulo equivalente a elipse e que
a tangencie na extremidade superior da corda focal minima relativa ao foco
direito.

F

IME 1966/1967, Questao 2.
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IME 1967/1968, Questao 1, Item 5 [valor 1,0]: O triangulo ABC,
retangulo em B, é formado por trés tangentes a uma parabola. O foco da
parébola é um ponto da bissetriz interna do dngulo A. Pede-se determinar 5
pontos de passagem da pardbola.

B

IME 1967/1968, Questao 1, Item 5.
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IME 1968/1969, Questao 1, Item 4 [valor 0,5]: Determinar a diregao e
tamanho dos eixos de uma hipérbole de didmetros conjugados CC’ e DD'.

C

C/

IME 1968/1969, Questao 1, Item 4.

16



IME 1969/1970, Questao 1, Item 1 [valor 1,5]: O quadrildtero ABCD
inscritivel tem os vértices A e B num dos ramos de uma hipérbole equildtera
e os vértices C' e D no outro ramo da hipérbole. Ache as assintotas e focos da
hipérbole.

. C

B

D
IME 1969/1970, Questao 1, Item 1.

IME 1971/1972, Questao 8 [valor 1,0]: Dao-se o centro O e o foco F' de
uma elipse. Sabe-se que de um ponto P distante 6,5 cm do ponto O podem
ser tracadas duas tangentes a elipse, perpendiculares entre si. Pedem-se: (a)
Determinar, graficamente, com os dados acima, os vértices da elipse; (b) Cons-
truir uma tangente a elipse inclinada de 45° com seus eixos; (¢) Achar o ponto
de contato M desta mesma tangente.

O F

IME 1971/1972, Questao 8.
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IME 1971/1972, Questao 9 [valor 1,0]: Em uma espiral hiperbdlica sao
dados: (i) O ponto assintético O; (ii) A direc@o assintética orientada OX no
sentido do ramo infinito da espiral; (iii) A distancia de O ao ponto P, sendo P o
ponto mais afastado da espiral sobre a perpendicular a assintota: OP = 4 cm.
Pedem-se: (a) Construir os pontos M1, My e M3 da curva, mais afastados de
O e tais que M1OX = 7, MyOX = o M;0X = g+ (b) Construir a assintota

da espiral; (c) Construir a tangente no ponto Mj.

P

IME 1971/1972, Questao 9.

IME 1971/1972, Questao 10 [valor 1,0]: Uma hipérbole equildtera H tem
a diretriz distante 4 cm do seu centro O. (a) Determinar graficamente, com
os dados acima, os focos e as extremidades dos eixos de H. (b) Sabendo-se
que: (i) Uma diretriz da hipérbole H e seu foco sao a diretriz e o foco de uma
parabola Pp; (ii) A mesma diretriz, acima citada, da hipérbole H e um vértice
do seu eixo nao transverso, sao a diretriz e o foco de uma parabola P,. Pede-se
construir as tangentes comuns as parabolas P e Ps.

18



IME 1971/1972, Questéo 10.

19




IME 1983/1984, Questao 7, Item B: Em uma hipérbole (h) sao dados: um
foco F', uma assintota (¢) e uma tangente (¢). Pede-se determinar graficamente
o outro foco, a outra assintota e os comprimentos dos eixos, justificando a
construcao executada.

4

IME 1983/1984, Questao 7, Item B.
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3 Solucgoes do ITA

ITA 1979, Questao 12: Sao dadas duas circunferéncias, uma com raio igual
a 20 mm e outra com 25 mm, dois pontos P e () e duas retas r e s, conforme a
figura a seguir. As circunferéncias desenvolvem meia volta sobre as retas, sem
escorregar, no sentido horario, partindo dos pontos P e (), descrevendo duas
curvas ciclicas, sendo uma encurtada e outra alongada. Pede-se determinar o
ponto de intersecao das duas curvas.

Q

[

\ W - - > - ; "
| o 5
8
ITA 1979, Questao 12: Ciclica encurtada.
Q
P
1
3\ D
lo 02
N
~___ 5 .
S

ITA 1979, Questao 12: Ciclica alongada.
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Construgao: Sejam C; e (3 as circunferéncias de raios 20 e 25 mm, res-
pectivamente. Ciclica encurtada: (i) Retifique meia Cy (ver [3], Cap. 4) e
divida esta distancia ¢; em 8 partes iguais; (ii) Divida C; em 8 partes e una
o ponto de apoio de Cy com cada parte de C4; (iii) Por cada divisao obtida
no passo (i), trace uma paralela a reta correspondente do passo (ii); (iv) Por
cada divisdo obtida no passo (ii), trace uma reta horizontal, cuja intersecao
com a reta correspondente do passo (iii) pertence & ciclica encurtada. Ciclica
alongada: (i) Retifique meia C (ver [3], Cap. 4) e divida esta distancia fo em
8 partes iguais; (ii) Divida Cy em 8 partes e una o ponto de apoio de Cy com
cada parte de Cy; (iii) Por cada divisao obtida no passo (i), trace uma paralela
a reta correspondente do passo (ii); (iv) Por cada divisdo obtida no passo (ii),
trace uma reta horizontal, cuja intersecao com a reta correspondente do passo
(iii) pertence a ciclica alongada.

Justificativa: Os tragados das ciclicas encurtada e alongada s@o descritos
em [5], pp. 281-282 e pp. 283-285, respectivamente.

Q
P

/N

\

ITA 1979, Questao 12: Solugao - (E) 3.
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ITA 1979, Questao 13: Dados o eixo maior AB de uma elipse, os focos F} e
F5, bem como dois pontos Q1 e @2, conforme a figura a seguir, pertencentes ao
circulo diretor, determinar o angulo formado por duas retas tangentes a elipse.

Q1

F1 FZ
87°

ITA 1979, Questao 13: Sem Solugao.

Construcgao: (i) Determine o angulo entre as retas suportes de FoQ1 e FrQo.
Justificativa: Como Q)1 e Q2 pertencem ao circulo diretor (Fy,2a), logo as
mediatrizes de F2Q1 e F2Q)2 sao tangentes a elipse. O angulo entre estas duas
tangentes é igual ao angulo entre F»Q1 e F5Q)o.

sln: O resultado solicitado (“o angulo formado por duas retas tangentes”) é
indeterminado e a questao deveria ser anulada. A construgdo acima assume
que as tangentes desejadas sao determinadas a partir dos pontos auxiliares Q1

[§] QQ.
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ITA 1980, Questao 20: Dado o eixo AB de uma hipérbole regular, os
focos F' e F', bem como um ponto P, como mostra a figura, determinar,
aproximadamente, o menor angulo formado pelas retas que serdo tangentes
aos ramos da hipérbole e que contém o ponto P.

P

50°

F ‘ N F
Py
ITA 1980, Questao 20: Solugao - (A) 48° ou (B) 53°7

Construcao: (i) Seja FF' = 2¢, determine a grandeza 2a = cv/2; (ii) Trace
Cy = (F',2a) e Cy = (P, PF), cujas intersegoes sdo os pontos Py e Py; (iii)
Trace as mediatrizes de F'P; e F P, que sao as tangentes desejadas.
Justificativa: Na hipérbole equildtera (regular), 2a = ¢v/2, o que permite
tragar o circulo diretor C; por F’. Para cada ponto P’ deste circulo, a mediatriz
de F'P’' é tangente a hipérbole. Assim, temos que determinar os pontos P; e
P, de (] tais que as mediatrizes de F'P, e FP, passem por P. Para isto, as
distancias de P aos pontos F', P; e P, devem ser iguais, o que define o circulo
Ch.

sln: Na minha construcao, o angulo entre as tangentes é igual a 50°, proximo a
duas alternativas da questao, e, por isto mesmo, a questao poderia ser anulada.

24



ITA 1981, Questao 17: Determinar graficamente o avanco de um parafuso,
por volta, conhecendo-se:

° Angulo da hélice da rosca igual a 18°.

e Didmetro nominal do parafuso igual a 35 mm.

CTEN
3

ITA 1981, Questao 17: Solugao - (D) 36 mm.

Construgao: (i) Retifique o circulo de diametro D = 35 mm, obtendo o
comprimento ¢; (ii) Trace o tridngulo retangulo de cateto ¢ e angulo adjacente
18°, determinando o cateto oposto p, que é o passo desejado.

Justificativa: Algebricamente, o passo p é dado por

p=7nDtgh = mw35tg18° = 35,7 mm

25



ITA 1981, Questao 18: Um projétil é langado com uma velocidade inicial
Vo formando um angulo de 30° com a horizontal, descrevendo um movimento
parabdlico. Determinar graficamente (valor aproximado) a altura maxima atin-
gida pelo projétil, sendo dados:

e AB: 6800 metros (metade do alcance do projétil).

e [: foco da parabola.

e d: diretriz da parabola.

e Escala: 1 ecm = 2000 metros.

A B

v

V p
ITA 1981, Questao 18: Solucao - (B) 2000 m (?).

Construcgao: (i) Determine o vértice V', ponto médio de F'A; (ii) Trace por B
a perpendicular p a d, cuja intersecao com a mediatriz m de F'B é o ponto B’
da pardbola; (iii) Projete B’ sobre F'A, determinando o ponto B”, que define
a altura VB” desejada.

Justificativa: Pela definicao de pardbola, o ponto de abscissa B pertence a
mediatriz de F'B.

sln: A informagao do angulo inicial de 30° nao foi utilizada e a resposta en-
contrada corresponde a 1800 m.

26



ITA 1982, Questao 19: Sao dados do problema:
e O ponto P’ pertence a uma elipse.

e O ponto F' é, simultaneamente, foco desta elipse e de uma parabola.

e A reta s é suporte do eixo da elipse e do eixo da parabola.

e O ponto F’ é o outro foco da elipse.

e O ponto A é o vértice da parabola.
Pede-se o menor angulo formado pela tangente a parabola, passando pelo ponto
P, e a tangente a elipse, passando pelo ponto P’.

C L . L 4 . 4 L 4
2 O A F F
P,

ITA 1982, Questao 19: Sem Solugao.

Construgao: (i) Trace Cy = (F,2a), onde 2a = (FP' + P'F’); (ii) Estenda
FP', cuja intersegao com Cj é o ponto T (iii) Trace a mediatriz de F'T, que
¢é a tangente t. a elipse por P’; (iv) Trace a perpendicular d a s, pelo ponto O
tal que A seja médio de OF'; (v) Trace Cy = (P, PF), cujas intersegbes com
a reta d sao os pontos Py e Py; (vi) As mediatrizes ¢, e t;) de FFP, e F'P;,
respectivamente, sao tangentes a parabola por P.

Justificativa: Para a elipse, como T, sobre a extensao de FP’, pertence ao
circulo diretor C1, de centro F', entao a mediatriz t. de F'T é tangente a elipse
por P’. Para a parabola, se P; é ponto da diretriz d, entdo a mediatriz de F'P;
é tangente a parabola. Para que esta tangente passe por P, o ponto P; deve
ser tal que PF = PP;. Assim, P; é determinado em d pelo circulo Cs.

sln: H& duas tangentes a parabola por P. Com isto, a questao fica inde-
terminada e deveria ser anulada. Na minha construcao, os angulos entre as
tangentes nao tém opgoes de respostas correspondentes.
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ITA 1984, Questao 20: As retas AB e C'D sao diametros conjugados de
uma elipse. Determinar o valor de seus diametros maior e menor.

1%

|

ITA 1984, Questao 20: Solugao - (C) 96 mm e 57 mm.

Construgao: (i) Trace por D uma perpendicular r a AB, determinando sobre
r os pontos Q e @', tais que DQ = DQ@Q' = AO, onde O ¢ a intersecao de
AB e CD; (ii) Trace as bissetrizes by e by dos angulos formados pelas retas
0Q e OQ', determinando as dire¢oes dos eixos da elipse; (iii) Trace por D
uma paralela a by, determinando o ponto 1" sobre OQ tal que T'QQ e OT sao os
comprimentos dos semi-eixos da elipse.

Justificativa: Ver [5], p. 230.
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ITA 1985, Questao 18: De uma parabola sao conhecidos: o eixo XY, a
diretriz AB, o vértice V e um ponto P de tangéncia. Encontrar a soma dos
comprimentos das medianas do triangulo definido pelo ponto P, pelo foco F' e
um ponto ) determinado pela intersecao da reta tangente a parabola no ponto
P com o eixo XY.

A

P’ ,

B

ITA 1985, Questao 18: Sem Solucao.

Construcgao: (i) Trace C; = (V,VO), onde O ¢ a intersecao do eixo XY com
a diretriz AB, determinando o foco F' sobre o eixo XY; (ii) Trace a mediatriz
de FP', onde P’ é a projecao de P sobre a diretriz AB. Esta mediatriz é a
tangente & parabola por P (ver observagao abaixo), cuja interse¢ao com o eixo
XY é o ponto @ desejado; (iii) Trace as medianas do triangulo APFQ.
Justificativa: A tangente por um ponto P de uma pardbola é a mediatriz da
reta F'P’, onde P’ é a projecao de P sobre a diretriz.

sln: O foco também poderia ser determinado pela intersegao do circulo (P, PP")
com o eixo XY. Na figura do enunciado, o foco assim obtido seria incompativel
com o dado acima, e a questao poderia (deveria?) ser anulada.

29



ITA 1985, Questao 20: Uma hélice de 60 mm de passo é tracada sobre uma
superficie cilindrica de diametro D. Na representacao grafica de seu desen-
volvimento, iniciado no ponto P, qual o par de pontos assinalados pertence a
curva?

P

Pl 60 mm

ITA 1985, Questao 20: Solugao - (E) 2 - 4.

Construgao: (i) Marque a partir de P a distancia de 60 mm e divida-a em 16
partes iguais; (ii) Divida o circulo de diametro D em 16 partes iguais, e trace
paralelas a diretriz por cada uma dos extremos destas partes, cujas intersecoes
com as divisoes correspondentes obtidas no item anterior pertencem a hélice
desejada.

Justificativa: O passo define o deslocamento do ponto P ao longo da rotagao
da hélice. A composigao destes dois movimentos define o tragado da curva.
sln: Na construcao acima, a hélice obtida contém o ponto 2, sendo que os
pontos 3 e 4 estao bem préximos a ela.
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ITA 1986, Questao 17: Conhecendo-se: t, reta tangente a uma ciclica; P,
ponto de tangéncia; r, diretriz da ciclica. Pede-se: O raio da circunferéncia
geradora, assim como a construgao de um ciclo dessa curva, passando por P.

t

ITA 1986, Questao 17: Solugao - (A) 20 mm.

Construgao: Determinacao do raio: (i) Trace por P a normal & tangente
t, determinando o ponto N sobre a diretriz r; (ii) Trace a mediatriz de PN
e uma perpendicular a diretriz por NV, cuja intersecao é o centro O do circulo
gerador, o que permite determinar o raio OP desejado.
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Tracado da ciclica: (iii) Prolongue ON, determinando o ponto P; sobre
o circulo C7 = (O,0P); (iv) Retifique o arco PP;, usando, por exemplo, o
método de d’Ocagne (ver [3], pp. 63-65). (v) Determine o circulo Cy = Ty(Ch),
onde d é o deslocamento para a esquerda de uma distancia igual a do arco
PP retificado; (vi) Retifique o circulo Cjy e marque o comprimento ¢ da semi-
circunferéncia para cada lado de N’, interse¢ao de C com r; (vii) Divida Cy em
16 partes iguais e una N’ a cada um dos 16 pontos; (viii) Divida cada distancia
£ em 8 partes iguais e trace paralelas aos segmentos correspondentes obtidos
no item anterior; (ix) Trace paralelas a r por cada uma das 16 divisdes de Cy,
cujas intersecoes com os respectivos segmentos do item anterior pertencem a
ciclica desejada.

Justificativa: A normal por P é a corda NP do circulo gerador da ciclica
desejada. Com isto, o centro O pode ser obtido pela intersecao da perpendicular
ar por N com a mediatriz de NP. Para o tracado da ciclica, ver [5], pp. 279-
281.

30P
ITA 1986, Questao 17: Ciclica.
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ITA 1986, Questao 20: Determinar a distancia focal da hipérbole, conhecendo-
se: As assintotas e o ponto P pertencente a curva.

Construgao: (i) Trace por P uma paralela ao eixo transverso determinando
os pontos Pje P, sobre as assintotas; (ii)Determine a média geométrica a =
vV PP,.PPy; (iii) Marque a distancia a, sobre o eixo transverso, em cada lado do
centro, intersegao das assintotas, da hipérbole; (iv) Trace perpendiculares ao
eixo transverso pelas marcacoes do item anterior, determinando sobre qualquer
uma das assintotas a distancia focal desejada.

Justificativa: Tracando por P uma paralela ou uma perpendicular ao eixo
transverso, as respectivas intersecoes com as assintotas, P e P, devidos a
paralela ou P3 e P, devidos a perpendicular, sao tais que a = PP,.PPs e
b=+/PP;.PP;. A partir do centro, podemos tracar um retangulo de lados 2a
e 2b cujas diagonais estao sobre as assintotas e tém comprimentos 2c.

ITA 1986, Questao 20: Solugao - (D) 65 mm.

33



ITA 1987, Questao 3: Dado o passo AB construir a espiral de Arquimedes,
usando 8 pontos. Pelo 5° ponto, tracar uma tangente a essa espiral. A normal
a essa tangente mede:

A 08 1

1IN
o [T
20 B ’ g"
2
r
3. / 61
p 5

t

ITA 1987, Questao 3: Solugao - (D) 26.

Construcgao: (i) Divida o segmento AB em 8 partes iguais e trace 8 circulos de
centros em B e raios determinados por cada uma destas 8 partes; (ii) Marque
sobre cada circulo, em seqiiéncia, do menor para o maior, pontos espacados a
cada 45°; (iii) Trace a espiral, unindo os pontos determinados no passo ante-
rior; (iv) Determine o raio r da circunferéncia de comprimento AB (ver [4],
Problema 4.4); (v) Marque sobre a reta suporte dos pontos ‘3’ e ‘7’ a distancia
BN = r; (vi) Trace areta N‘5’, que é a normal desejada; (vii) Trace a tangente
t, perpendicular a N‘5’ pelo ponto ‘5.

Justificativa: A espiral de Arquimedes é caracterizada por R(6) = ’3—59, onde
0 é dado em radianos. Nesta espiral, a subnormal (projecao da reta normal

na reta perpendicular ao raio B‘5’) é constante [5], pp. 259-260, e igual ao
AB
21

3

passo normalizado r = ~ AB @ Isto permite determinar a normal e,
subseqiientemente, a tangente em um dado ponto da espiral.
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ITA 1988, Questao 3: Seja t um eixo de afinidade; A, B e C pontos que
pertencem a uma circunferéncia e A’ o ponto afim de A. Quanto medem,

aproximadamente, os eixos maior e menor da elipse afim da circunferéncia que
contém A, Be C?

ITA 1988, Questao 3: Sem Solugao.

Construgao: (i) Determine o circuncentro O do triangulo AABC' e trace
o circulo C; = (O,0A) circunscrito a este triangulo (ver [4], Problema 1.3)
(ii) Trace AA’, cuja interse¢do com o eixo ¢t é o ponto A;; (iii) Trace por O
uma perpendicular a AA’, cujas interse¢oes com C; sao os pontos P e Q; (iv)
Determine os pontos P’ e Q' afins de P e (), respectivamente, extremos do
eixo maior da elipse desejada; (v) Trace uma perpendicular por O’, médio de
P'Q’, cuja intersegao com o eixo t é o ponto auxiliar T'; (vi) Trace TO, cujas
intersegoes com C sao os pontos R e S; (vii) Determine os pontos R’ e S’ afins
de R e S, respectivamente, extremos do eixo menor da elipse desejada.
Justificativa: Um ponto X’ é afim de X se XX’ || AA" e XX, : AA; =
X X' : AyA’, onde X; é a intersecao de X X’ com o eixo t. Dada a direcao AA’,
a transformacao de afinidade correspondente mapeia o didametro PQ (perpen-
dicular a AA") de C} no eixo maior da elipse. O eixo menor é ortogonal ao
eixo maior com centro O’ comum, transformacao afim do centro O de C.
sln: Nao ha opgao correspondente ao resultado obtido. A questdo deve ter
sido anulada.
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ITA 1988, Questao 6: Construa uma hipocicléide encurtada de tal forma
que a ciclica seja uma elipse, sabendo-se que os pares de nimeros dados cor-
respondem respectivamente ao raio do circulo diretor e do circulo gerador da
curva. Qual é o par de valores correto?

ITA 1988, Questao 6: Solucao (A) 40 e 20 mm.

Construcao: (i) Divida os circulos diretor C; e gerador Cy usando 16 raios
auxiliares em cada circulo; (ii) Marque o ponto P sobre o raio de Co; (iii) Para
cada raio auxiliar de C7, contado no sentido horario, marque a imagem do
ponto P no raio auxiliar de C9, contado no sentido anti-horario; (iv) Una os
pontos obtidos no passo anterior para compor a elipse desejada.

Justificativa: Para que hipocicléide encurtada seja uma elipse, o raio do
circulo gerador deve ser metade do raio do circulo diretor [5], pp. 303-304. A
unica alternativa que satisfaz esta relacdo é a opcao (A), representada acima.
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ITA 1988, Questao 7: P, P, e P, sao pontos que pertencem a uma espiral
hiperbdlica de eixo polar XY e pélo O. Trace a assintota da espiral e, pelo
ponto P, uma reta tangente a curva. Pergunta: Qual é, aproximadamente, a
medida do maior angulo formado pela intersecao da assintota com a tangente?

~ P,

1 ]

ITA 1988, Questao 7: Solugao - (B) 148°.

Construcgao: (i) Trace qualquer um dos ciculos C; = (O,0P), Cy = (0,0P)
ou C3 = (0O,0P;), determinando P’, P| ou Pj, respectivamente, sobre o eixo
XY, a direita de O; (ii) Retifique qualquer um dos arcos PP’, PiP| ou P, P,
resultando no comprimento a; (iii) Trace a assintota da espiral paralela a XY a
uma distancia a; (iv) Trace Cy = (O, a), cuja intersegao com o eixo XY deter-
mina o ponto P; (v) Trace P.P, que é a tangente & espiral por P, determinando
o angulo desejado com a assintota;

Justificativa: Na espiral hiperbdlica, o raio vetor é inversamente proporcional
ao angulo deste com o eixo polar. Com isto, a medida a do arco associada ao
raio vetor é constante e a assintota é a paralela a uma distancia a do eixo.
Além disto, a sub-tangente por um ponto da espiral é constante e igual a a
também (ver [5], pp. 263-265).
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ITA 1993, Questao 21: Determinar, sem tracar a curva, os pontos P e
@), comuns a uma reta dada r e a uma hipérbole dada por seus focos F e
F’ e o eixo transverso AA’. Sobre P(Q, encontre um ponto M de tal forma
que PM = PQ.MQ@Q. Pergunta: Quanto mede aproximadamente o segmento
MQ?

Obs: O ponto P est4 situado & direita de FF'.

Cy

ITA 1993, Questao 21 (baseada em solugao de [2]): Pontos P e Q.

Construgao: (i) Determine o simétrico F; de F' em relacao a r; (ii) Trace
os circulos Cy = (F', AA") e Cy = (O,0F), com O qualquer sobre r, cujas
intersecoes com C s@o os pontos P; e P» quaisquer; (iii) Trace as retas suportes
de FFy e PP, cuja intersecao é o ponto S; (iv) Determine os pontos T}, e T}
de tangéncia a Cy por S; (v) Trace as retas suportes de F'T, e F'Ty, cujas
interse¢oes com 7 determinam os pontos P e @ desejados; (vi) Determine o
segmento dureo de PQ (ver [3], pp. 40-42), marcando o ponto M mais préximo

a Q.
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ITA 1993, Questao 21: Solugao - (D) 25 mm.

Justificativa: Tracando o circulo C; = (F’, AA’), a hipérbole pode ser des-
crita como o lugar geométrico dos centros dos circulos tangentes a C e que
passam por F. Com isto, o problema requer a determinagdao dos centros de
dois circulos, C5 e Cy, que passam por F' e Fy (simétrico de F' em relagao a r,
de modo a garantir que os centros estejam sobre r) e sdo tangentes a C.

A chave da solucao é o centro radical S de C1, C3 e Cy. Para determinarmos
S, usamos o circulo auxiliar Cy de forma que

ST, = Potc, (S)

Pote, (S) = SF.SF; = SP;.SP, = Pot, (S) =< ~°P
o (9) 1 1.5 Py AC) {STq2:P0t04(S)

Assim, os circulos C3 e Cy ficam determinados pelas triades de pontos (F, Fy,T))
e (F, F1,T;), respectivamente. Os circulos C3 e Cy sao tangentes a Cy em T,
e T,, respectivamente. Com isto, o centro de C3 é colinear com F’ e T), e o de
Cy com F' e T, o que permite determinar P e @ sobre r. Da figura-solugao ¢
simples perceber que

PF' — PF = PF' + PT, = F'T, = AA’
QF —QF =QT,— QF = F'T, = AA’

confirmando que P e @ pertencem a hipérbole.
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ITA 1993, Questao 25: De um trictspide sao dados: o centro O da circun-
feréncia diretora, o ponto gerador G e um ponto 1T da curva. Pede-se tragar
por T uma reta tangente a curva. Pergunta: Quanto mede a menor distancia
entre dois pontos P e P’, equidistantes das retas dadas r e s e que véem a
porcao da tangente em 7', compreendida entre r e s, sob angulos de 75°7

p
P

15° | r
Cs B\

R

P/

ITA 1993, Questao 25: Solugao (E) 105 mm.
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Construgao: (i) Determine o raio do circulo gerador r = O3—G; (ii) Trace os

circulos auxiliares C, = (O, 2r) e Cy = (T, r), determinando o centro do circulo
gerador O'; (iii) Trace os circulos diretor C3 = (O, OG) e gerador Cy = (O', 1),
determinando seu ponto de tangéncia N; (iv) Trace a perpendicular t a NT
por T', que € a tangente desejada, determinando os pontos R e S sobre as retas
r e s, respectivamente; (v) Trace a bissetriz p das retas r e s. Estas retas
parecem ser paralelas, assim p é paralela a r e s passando pelo ponto médio
de RS; (vi) Trace os arcos-capazes C5 e Cg do angulo de 75° em cada lado do
segmento RS, determinando os pontos P e P’ sobre p.

Justificativa: A trictispide é uma hipocicléide em que o raio do circulo gera-
dor r é % do raio do circulo diretor. O centro O’ do circulo gerador estd a uma
distancia r tanto do ponto T' quanto do circulo diretor, o que permite deter-
minar O’. Assim, é possivel tragar os circulos diretor e gerador (que contém
T'), determinando seu ponto de tangéncia N. A tangente & hipocicléide em T'
é perpendicular a NT'. Tendo-se a tangente, a solugao do problema é trivial.
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4 Solucoes do IME

IME 1964/1965, Questao 1, Item 2 [valor 1,0]: Um jato d’ dgua, sob
pressao constante, descreve uma parabola no espaco. A intersecdo desta parabola
com o plano horizontal se d4 num ponto P, 8 cm a direita do seu eixo, que
é vertical. Construir a parabola, sabendo que a tangente a curva, tirada no
ponto P, faz um angulo de 45° com o plano horizontal. (Determinar o vértice
e mais 6 pontos da curva).

P Q d

. '3 . * . * . 1]

F 8 cm P
IME 1964/1965, Questao 1, Item (2): Solugao.

Construgao: (i) Trace o tridngulo retangulo isésceles AFPP’ com catetos
FP = FP' =8 cm; (ii) Marque o vértice V' da pardbola, médio de FP’; (iii)
Trace a diretriz d, paralela a F'P por P’; (iv) Determine pontos da parébola,
intersegoes das perpendiculares a d por () qualquer com a mediatriz de F'Q.
Justificativa: A tangente por um ponto P de uma pardbola é a bissetriz
do angulo formado por PF', sendo F' o foco da parabola, e a perpendicular a
diretriz d por P. Como a tangente dada faz um angulo de 45°, entao o foco
F da pardbola é a prépria projecao de P no eixo vertical. Por definicao, a
distancia de P a d é igual a PF = 8 cm, o que permite determinar d e, em
seguida, o vértice V, médio de F e a projecao P’ deste em d.

Os pontos da pardbola devem ser equidistantes de F' e da diretriz d. Assim
tragando uma perpendicular a d por @) qualquer, determina-se um ponto da
pardbola pela intersecao desta perpendicular com a mediatriz de F'Q.
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IME 1965/1966, Questao 1, Item (b): Tracar uma falsa espiral de 5
centros, dispostos estes segundo uma circunferéncia de 4 cm de diametro. A
espiral devera ser tracada até o prolongamento do primeiro raio.

Construgao: (i) Inscreva o pentdgono ABCDE de lado

95—V
ls = 2\[3

em uma circunferéncia de didmetro 2R = 4 cm (ver [4], Exercicio 2.25) e pro-
longue os lados AB, BC, CD, DE e EA; (ii) Trace o arco C1 = (B, BA) :AAPl7
com P; sobre o prolongamento de C'B; (iii) Trace o arco Cy = (C,CPy) :P:PQ,
) Trace o arco C3 = (D, DP;) :P;P3,
) Trace o arco Cy = (E, EP3) :P;:P4,
com Py sobre o prolongamento de AE; (vi) Trace o arco Cs = (A, APy) :P;\P5,
com Ps5 sobre o prolongamento de BA.

Justificativa: A falsa espiral de n centros é formada por uma seqiiéncia de

arcos de circunferéncias, com os centros destas percorrendo os vértices de um
n-dgono regular (ver [5], pp. 169-171).

com P, sobre o prolongamento de DC'; (iv

com Pj sobre o prolongamento de ED; (v
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Cy

Ps
IME 1965/1966, Questao 1, Item (b): Solugao.
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IME 1965/1966, Questao 1, Item (e): Restabelecer o eixo, o vértice, o
foco e a diretriz da parabola dada.

Construcao: (i) Trace duas retas paralelas, r e s, secantes & parabola nos
pontos Ry e Ry e S1 e Sy, respectivamente; (ii) Trace uma perpendicular p
qualquer a RS, onde R é médio de R1 R e S é médio de 5152, cujas intersecoes
com a pardbola sdo os pontos P, e Py; (iii) Trace a mediatriz  de PP,
determinando o eixo da parabola, cuja intersecao com a parabola constitui o
vértice V' da mesma; (iv) Trace uma perpendicular y a x por V e marque
um ponto (zo,yo) qualquer da pardbola; (v) Determine a quarta proporcional
o : Yo = Yo : k e marque o foco F' sobre o eixo x com VF = f = %; (vi) Trace
a diretriz d paralela ao eixo y a uma distancia f de V.

Justificativa: As intersecdes da pardbola x = ay® + by + ¢ com uma reta
descrita por x = ay + ( sao da forma

ay? + (b—a)y + (c— ) =0,
de modo que o ordenada média das intersecoes é dada por

y1+y2  a—>b

2 2a

Assim, retas paralelas, com mesmo coeficiente angular «, geram intersecoes
com mesma ordenada média, o que permite determinar a direcao do eixo da
parabola. Uma perpendicular a esta direcao intercepta a parabola em dois
pontos, cuja mediatriz x é o eixo desejado, que intercepta a parabola dada no
vértice V' da mesma.

Tragando eixos coordenados com origem no vértice V, um ponto (xg,yo)

2
da parabola é descrito por xg = %0 O foco F = (f,0) é tal que

2
k
(f =20+ 92 = (f+20)> = 2 =Afwg = f= D =2

4x0 4
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Yo

IME 1965/1966, Questao 1, Item (e): Solugao.
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IME 1965/1966, Questao 1, Item (f): Dado um triangulo equildtero ABC
de 8 cm de lado, concordar os lados AB e AC com um arco de elipse. Tomar
um dos focos da elipse sobre o lado BC'.

Construcgao: (i) Trace o triangulo equildtero AABC de lado 8 cm e marque
os pontos F, médio de BC, e F’, simétrico de A em relacao a F', de modo que
AF = FF' = 4y/3 cm; (ii) Trace o circulo diretor C; = (F',12 cm); (iii) Os
pontos da elipse sao dados pela intersecao de F’(Q, com @ pertencente a Ct,
com a mediatriz de F'Q).

Justificativa: Por simetria, F' é médio de BC. Assim, A é encontro de
tangentes pelos extremos da corda focal BC, de forma que AO = % = AF +
FO = 4v/3+ ¢, onde O é o centro da elipse. Além disto, BC é a corda focal
minima, de forma que BF é o parametro da elipse, e assim BF = BTC = %.

Logo, a elipse é caracterizada por

a? - =43¢ 20 =12 cm
b2 = 4a ={ 26=2v6 cm .
a? =b? + 2 2¢ = 4v/3 ecm
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IME 1965/1966, Questao 1, Item (f): Solugao.
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IME 1965/1966, Questao 2, Item (b): Sao dados dois diametros conju-
gados LL' e MM’ de uma elipse que tangencia os 2 ramos de uma hipérbole,
sendo L um dos pontos de tangéncia. Sabendo-se que o eixo maior da elipse é
perpendicular ao eixo nao transverso da hipérbole e que os raios vetores desta
ultima fazem em L um angulo de 50°, tragar as duas curvas.

Construgao: (i) Determine os eixos da elipse (ver ITA 1984, Questao 20,
ou [5], p. 230) e, em seguida, sua distancia focal, marcando os extremos e
os focos, o que permite tragar a curva; (ii) Trace Cy = (F’,2a) e a reta F'L,
cujo prolongamento intercepta C7 em Li; (iii) Trace a mediatriz de F'Lq, de-
terminando a tangente comum ¢; (iv) Determine o ponto simétrico L) de L e
a reta simétrica t; de t em relagdo ao eixo menor da elipse; (v) Trace as retas
r1 e 1o fazendo angulos de +25° com t e as retas ] e 15 fazendo angulos de
+25° com t, cujas interse¢oes de r; com | e de ro com 1) sdo os focos Fj,
e Fj da hipérbole; (vi) Determine o comprimento 2a = |Fy L — F},L| do eixo
transverso da hipérbole, que permite determinar os demais dados desta curva,
viabilizando o seu tracado.

Justificativa: Para o tragado da elipse, ver [5], p. 230. A tangente comum
por L é mediatriz de F'Lq, onde Ly é a intersecao do prolongamento do raio
vetor F'L com o circulo diretor relativo a F".

Como a elipse é tangente a ambos os ramos da hipérbole e seus eixos sao
paralelos dois a dois (maior da elipse com o transverso da hipérbole e o menor
da elipse com o nao transverso da hipérbole), por simetria, o outro ponto de
tangéncia é o simétrico de L em relagao ao eixo menor da elipse.

Pelo teorema de Poncelet, a tangente de uma hipérbole pelo ponto L (ou
L') é abissetriz dos raios vetores Fy, L e Fy L (ou Fp L} e Fy L)). Como o angulo
entre os raios vetores é de 50°, entao cada raio vetor faz um angulo de 25° com
a respectiva tangente. Isto permite determinar os focos Fj, e Fj da hipérbole,
encontro dos respectivos raios vetores para cada ponto de tangéncia L e L.
Como L pertence a hipérbole, é possivel determinar o comprimento do eixo
transverso pela definicao de hipérbole, ou seja, 2a = |F L — Fj L|, viabilizando
o tracado da hipérbole.
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IME 1965/1966, Questao 2, Item (b): Solugao - Elipse.
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IME 1965/1966, Questao 2, Item (b): Solucgao - Hipérbole.
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IME 1966/1967, Questao 2 [valor 3,0]: A reta A e o ponto F' sdo respec-
tivamente uma tangente e o foco direito de uma elipse com 80 mm de distancia
focal e 0,8 de excentricidade. Pedem-se: (a) Determinar os vértices, o outro
foco e o centro da elipse; (b) Tracar o suporte A; do didmetro conjugado da
direcao A; (c) Tracar a circunferéncia do circulo equivalente & elipse e que
a tangencie na extremidade superior da corda focal minima relativa ao foco
direito.

Construgao: (a.i) Determine o ponto Fj, simétrico de F' em relagao a reta
A; (a.di) Trace C = (F,8 cm) e Cy = (F1,10 cm), cuja intersecdo a esquerda
de F é o outro foco F’; (a.iii) Determine o ponto O, médio de FF’ e marque
OA = OA’ =5 cm sobre o prolongamento de FF' e OB = OB’ = 3 c¢m sobre
a perpendicular por O a FF’. (b.i) Trace F'F}, cuja intersecao com a tangente
A ¢é o ponto de tangéncia T (b.ii) A diregao do didmetro conjugado A; de A
é determinada por T'O. (c.i) Determine a quarta proporcional a : b =15b: x e
marque FM = x, perpendicular a F'F’ por F; (c.ii) Trace C3 = (F’,10 cm),
cuja intersecao com o prolongamento de F'M é o ponto M'; (c.iii) Trace a
mediatriz ¢ de M'F, determinando a tangente a elipse no ponto M; (c.iv)
Trace a perpendicular & reta ¢ por M, e marque a distancia MO’ = r = v/ab;
(c.v) Trace a circunferéncia desejada Cy = (O, 7).
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IME 1966/1967, Questao 2, Itens (a) e (b): Solugao.

IME 1966/1967, Questao 2, item (c): Solugao.
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Justificativa: (a) Pelos dados do problema, tém-se

2c=8 cm a=>5cm
520,8 =< b=3cm
a? = b+ 2 c=4cm

A tangente A é mediatriz de F'Fy, onde F} pertence ao circulo diretor de centro
F’ e raio 2a = 10 cm. Assim, F} é simétrico de F' em relacao a tangente A e
F’ pode ser determinado pelas relacoes

FF' =2c=8cm
FF'=2a=10cm

Os demais pontos podem ser determinados a partir do centro O da elipse,
médio de F'F’, usando as medidas a e b determinadas acima.
(b) Como A é mediatriz de F'Fy, tem-se que

20 =F'Fy=FT+TF =FT+TF.

Assim, T pertence a elipse, sendo de fato o ponto de contato da tangente A,
caso-limite das secantes de mesma direcao. Neste limite, T pode ser visto como
o ponto médio das intersecoes de A com a elipse. Tragando pelo centro O uma
secante paralela a A, o ponto médio das intersecoes desta secante com a elipse,
por simetria, é o préprio centro O. Assim, T e O determinam a direcao dos
didmetros conjugados & diregcdao A.

(¢) A corda focal tem comprimento FM = %, sendo perpendicular a FF'. A
tangente t em M é a mediatriz de M'F, onde M’ é a intersecao do prolonga-
mento de F'M com o circulo diretor C3 = (F’,2a). Para que a cirunferéncia
desejada seja tangente a elipse em M (extremo superior da corda focal), seu
centro O’ deve estar na perpendicular a tangente t. Igualando as dreas, tem-se

que o raio da circunferéncia desejada é dado por r = v ab.
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IME 1967/1968, Questao 1, Item 5 [valor 1,0]: O triangulo ABC,
retangulo em B, é formado por trés tangentes a uma pardbola. O foco da
pardbola é um ponto da bissetriz interna do angulo A. Pede-se determinar 5
pontos de passagem da parabola.

C

IME 1967/1968, Questao 1, Item 5: Solucgao.

Construcao: (i) Trace o circulo C circunscrito ao triangulo AABC; (ii)
Trace a bissetriz b de BAC, cuja intersecao com Cj é o foco F da parabola;
(iii) Trace pelo vértice B uma perpendicular a b, determinando a diretriz d da
parabola; (iv) Trace perpendiculares a diretriz por pontos @) quaisquer de d e
determine as intersecoes destas perpendiculares com as respectivas mediatrizes
de QF, obtendo os pontos desejados da parabola.

Justificativa: O foco F pertence ao circulo circunscrito ao triangulo formado
pelas intersecoes das tangentes duas a duas ([1], Teorema 9, Pardbola). Como
F pertence A bissetriz b de BAC, lugar geométrico dos pontos equidistantes as
retas suportes de AB e AC, tangentes a parabola, entdo b é o préprio eixo de
simetria da parabola. A diretriz d é a perpendicular a b passando pelo vértice
B, encontro de duas tangentes perpendiculares ([1], Teorema 7, Pardbola).
Conhecendo-se d e F', os pontos da parabola sao facilmente determinados.
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IME 1968/1969, Questao 1, Item 4 [valor 0,5]: Determinar a diregao e
tamanho dos eixos de uma hipérbole de diametros conjugados CC’ e DD'.

Construgao: (i) Trace por C e C’ paralelas a DD’ e por D e D’ paralelas a
CC’, determinando o paralelogramo EFGH, cujas diagonais EG e F'H sao as
assintotas da hipérbole; (ii) Trace as bissetrizes dos angulos formados por EG
e F'H, determinando as dire¢oes dos eixos da hipérbole; (iii) Trace por D’ uma
paralela ao eixo nao transverso, cujas intersecoes com as assintotas D1 e Dy per-
mitem determinar o comprimento deste semi-eixo BTB/ =b=+DD{ X DD>;
(iv) Trace por B uma paralela ao eixo transverso, cujas interse¢oes com as
assintotas, quando projetadas no eixo transverso, sao os extremos deste eixo.

Justificativa: Ver [2], Hipérbole, Problema 13.

sln: Considerou-se o didmetro transverso DD’, de modo que D e D’ pertencem
a hipérbole.

A/

D B’
D, ¢’

IME 1968/1969, Questao 1, Item 4.
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IME 1969/1970, Questao 1, Item 1 [valor 1,5]: O quadrildtero ABCD
inscritivel tem os vértices A e B num dos ramos de uma hipérbole equilatera
e os vértices C' e D no outro ramo da hipérbole. Ache as assintotas e focos da
hipérbole.

IME 1969/1970, Questao 1, Item 1.

Construcao (fornecida por Nikolaos e Bernard Gilbert, via Luis Lo-
pes): (i) Determine o ortocentro H do triangulo ABCD; (ii) Determine o
ponto médio O de HA, centro da hipérbole desejada; (iii) Sendo P o ponto
médio de BC, trace C; = (P, PO), cujas interse¢oes com BC sao os pontos
Py e P, tais que OP; e OP, sao as assintotas, cujas bissetrizes sdo os eixos
da hipérbole; (iv) Trace uma perpendicular ao eixo transverso por B, determi-
nando Bj e Bs sobre as assintotas, de modo que ¢ = a2 = V2(BB1 x BBy) =
OF = OF’, o que permite determinar os focos F e F”.
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IME 1971/1972, Questao 8 [valor 1,0]: Dao-se o centro O e o foco F' de
uma elipse. Sabe-se que de um ponto P distante 6,5 cm do ponto O podem
ser tracadas duas tangentes a elipse, perpendiculares entre si. Pedem-se: (a)
Determinar, graficamente, com os dados acima, os vértices da elipse; (b) Cons-
truir uma tangente a elipse inclinada de 45° com seus eixos; (c¢) Achar o ponto
de contato M desta mesma tangente.

¢ t
T

F/

IME 1971/1972, Questao 8: Solugao.

Construgao: (i) Marque F’ tal que O seja médio de F'F’; (ii) Determine a =
\/w e b = +va?— OF? e marque os vértices da elipse OA = OA’ = a,
com A e A’ sobre a reta suporte de F'F', e OB = OB’ = b, com B e B’
sobre a perpendicular a FF’ por O; (iii) Trace o circulo diretor C; = (F’, 2a);
(iv) Trace por F' uma perpendicular p a diregao da tangente desejada t, cuja
intersecao com C; é o ponto T'; (v) Trace a mediatriz de T'F, determinando ¢,
cuja intersecao com F'T é o ponto de tangéncia M.

Justificativa: A intersecdo de duas tangentes perpendiculares pertence ao

’ . . . , . 2 2
circulo de Monge da elipse, cujo raio é OP = v/a? + b?. Assim, a = \/#
e, conseqlientemente, b = va2 — OF2, determinando os vértices da elipse e o

circulo diretor C; = (F”,2a). A tangente desejada t é mediatriz de F'T, com T
pertencendo a C;. Logo, F'T é perpendicular a ¢, o que permite determinar 7'.
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IME 1971/1972, Questao 9 [valor 1,0]: Em uma espiral hiperbdlica sao
dados: (i) O ponto assintético O; (ii) A diregao assintética orientada OX no
sentido do ramo infinito da espiral; (iii) A distancia de O ao ponto P, sendo P o
ponto mais afastado da espiral sobre a perpendicular a assintota: OP = 4 cm.
Pedem-se: (a) Construir os pontos M;, Ma e M3 da curva, mais afastados de
O e tais que M10X =7, MoOX = . M;0X = g+ (b) Construir a assintota
da espiral; (c) Construir a tangente no ponto Mj.

IME 1971/1972, Questao 9: Solugao.
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Construgao: (i) Determine ¢ = OTP = 2 c¢m e marque as distancias ¢, 4/ e
8¢ em angulos m, T e g, respectivamente, em relagao a OX, determinando os
pontos Mj, Ms e Ms; (ii) Retifique o arco do circulo (O, OM3), entre OX e
OMs3, determinando a distancia a entre OX e a assintota; (iii) Determine o
ponto P;, sobre a perpendicular a OM; por O, tal que OFP;, = a, e trace a
tangente desejada P, M;.

Justificativa: Na espiral hiperbdlica, o raio vetor é inversamente proporcional
ao angulo deste com o eixo polar OX. Com isto, a medida a do arco associada
ao raio vetor é constante e a assintota é a paralela a uma distancia a do eixo.
Além disto, a sub-tangente por um ponto da espiral é constante e igual a a
também (ver [5], pp. 263-265, ou ITA 1988, Questao 7).

IME 1971/1972, Questao 10 [valor 1,0]: Uma hipérbole equildtera H tem
a diretriz distante 4 cm do seu centro O. (a) Determinar graficamente, com
os dados acima, os focos e as extremidades dos eixos de H. (b) Sabendo-se
que: (i) Uma diretriz da hipérbole H e seu foco sao a diretriz e o foco de uma
pardbola Pp; (ii) A mesma diretriz, acima citada, da hipérbole H e um vértice
do seu eixo nao transverso, sao a diretriz e o foco de uma parabola P,. Pede-se
construir as tangentes comuns as parabolas P e Ps.

Construgao: (i) Marque sobre o eixo transverso os focos F e F’, tais que
F'O = OF = ¢ =8 cm, e os vértices A e A, tais que A’O = OA = a = 42 cm,
e sobre 0 eixo nao transverso os vértices B e B, tais que BO = OB’ = b =
4v/2 cm; (i) Trace a bissetriz bg de OBF, direcio da tangente comum; (iii)
Trace uma perpendicular a bp por F', cuja intersegao com d é o ponto T (iv)
Trace a mediatriz de F'T, determinando a tangente comum t¢1; (v) Trace a
perpendicular a t; pelo ponto médio de BF', determinando a outra tangente
comum tg.
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Justificativa: (a) Dos dados do problema, tém-se

@ _
{ c=4cm :>c:80mea:b:4\/§cm,
c=av?2

0 que permite determinar os focos e os vértices de H.

(b) (Justificativa geométrica): Como ¢; é mediatriz de T'F', pelo conceito de
base média no tridngulo ABTF, a intersecao de t; com BF é o ponto M
médio deste segmento. Pela simetria de B e F', o ponto M pertence a d.
Logo, BM = MF e MT = MF, de forma que BM = MT, indicando que o
triangulo ABMT é isésceles com base BT. Uma andlise angular simples indica
que OBT = OFT = BT'M = M BT, de forma que BT ¢ a bissetriz de OBF.
(b) (Justificativa algébrica): Considerando eixos coordenados com origem em
O, com o eixo das abscissas ao longo de OF, as parabolas sao descritas por

2 )

. 2 _ 2
Plicx+(y—0b)°*=%
P2:cx—y2:%

onde P1 e P2 tém focos B e F, respectivamente, e diretriz d. Assim, as
tangentes genéricas de cada parabola pelos respectivos pontos (z1,y1) e (2, y2)
sao descritas por

T1:2(y1 — by = —ca ++(y} —? +S)
2
T2 : 2oy = cx + (y3 — 3%)

Igualando estas equacoes, tem-se

y=b—u L2 c2_O:> bV 42

y%—b2+§:—y§+¥ Y1 Y1 4 U1 B .
Substituindo as solucbes para y; na equacao de T'1 e considerando ¢ = b\@,
tem-se a equacao geral das tangentes comuns:

T;y:—(1i\/§)‘é§x+(2i\/§);’.

Multiplicando os coeficientes angulares das duas tangentes, obtém-se o produto
—1, indicando que as duas tangentes sado perpendiculares. Além disto, usando
T =5 = @b, tem-se y = g para as duas tangentes, indicando que ambas

passam pelo ponto médio de BF.
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IME 1971/1972, Questao 10: Solucgao.
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IME 1983/1984, Questao 7, Item B: Em uma hipérbole (h) sao dados: um
foco F', uma assintota (¢) e uma tangente (¢). Pede-se determinar graficamente
o outro foco, a outra assintota e os comprimentos dos eixos, justificando a
construcao executada.

IME 1983/1984, Questao 7, Item B: Solugao.

Construgao: (i) Determine o simétrico F; de F' em relacao a ¢ e trace por F}
uma paralela ¢1 a ¢; (ii) Determine o angulo « entre as retas £ e PF, onde P é
a intersegao de / e t; (iii) Por P, entre os prolongamentos de ¢ e t, trace uma
reta r fazendo um angulo o com ¢, determinando o foco desejado F”, intersecao
de £1 e r; (iv) A outra assintota ¢’ é a reta simétrica de ¢ em relagdo a FF”;
(v) As distancias desejadas sao 2a = F'Fy, 2b = FFy e 2c = FF.
Justificativa: O outro foco F’ é simétrico de F' em relacao a assintota dada.
Logo, F’ pertence a f1. Considerando que uma assintota ¢, no limite, uma
tangente, entao, pelo teorema de Poncelet, F’ também pertence a r, ja que
esta reta faz o mesmo angulo a com a tangente ¢t que PF faz com /. Isto
permite determinar F’, e, em seguida, por simetria, a outra assintota ¢'.

Esta mesma simetria usada para determinar ¢ torna FF' bissetriz do
angulo formado por £ e ¢/. Como /1 é paralelo a £ e FF' = 2¢, o triAngulo
AFF|F' retangulo em F, permite determinar as medidas dos eixos da hipérbole.
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