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Prélogo

Foi feito um grande esforco para reproduzir os desenhos que acompanham
as questoes da forma mais fiel possivel, tanto para efeito de registro quanto
para se determinar a resposta na escala desejada. Tenho que confessar que em
alguns casos foi necessdrio um pequeno ajuste (em geral, ndo mais do que 1%
da escala) para gerar o resultado desejado.

Em relagao as provas do ITA, minhas fontes incluem cépias das provas (79—
88), na escala original, distribuidas pelo Colégio Princesa Isabel, gentilmente
fornecidas pelo amigo Alessandro J. S. Dutra; cépias dos gabaritos (de 79, 80,
82-88, 93) fora da escala, disponibilizados pelo Curso Etapa através do site
www.rumoaoita.com; originais das provas de 83 e 84.

Em relacao as provas do IME, minha principal fonte das questoes mais an-
tigas foi uma pesquisa nos arquivos da prépria instituicao, no que fui auxiliado
pelo Sub-Tenente Petrenko e sua equipe, a quem devo muitos agradecimentos.

Como na Parte I, procurei acompanhar cada solugao de uma breve analise
do problema e de uma figura adequada, onde usei a seguinte legenda de cores:

e preto: dados do problema;
e verde: contrugoes auxiliares basicas;
e vermelho: elemento-chave para minha solucao;

e azul: elemento desejado pelo problema.

Como antes, a notacao C(O,r) indica um circulo de centro O e raio r.

Nesta versao 2, foi incluida a solucao para ITA 1993, Questao 22, e IME
1969/1970, Questao 1, Item 2. Com isto, todas as questoes possuem pelo menos
uma solugao.

Rio, julho de 2008
Sergio L. Netto
sergio/n@/ps.ufrj.br



1 Questoes da FUVEST

FUVEST 1996, Questao 10: Na figura abaixo sao dadas duas semi-retas r

e s de mesma origem A e um ponto P.

a) Utilize essa figura para construir, usando régua e compasso, os pontos B
em r e C' em s de tal forma que o ponto P pertenca ao segmento BC' e que
AB seja igual a AC.

b) Descreva e justifique o processo utilizado na construgao.

S
FUVEST 1996, Questao 10.

FUVEST 1997, Questao 10:

a) Dados AB e um segmento de medida r, construa, usando régua e compasso,
um triangulo isésceles sabendo que sua base é AB e o raio da circunferéncia
inscrita nesse triangulo é r.

b) Descreva as construgoes feitas.

c¢) Justifique o porqué de cada construcao.

r

A B
FUVEST 1997, Questao 10.



FUVEST 1998, Questao 10:

a) Dadas as retas paralelas r e s e um ponto A em r, construa um triangulo
equildtero com um vértice em A, outro vértice em r e o terceiro vértice em
s.

b) Descreva e justifique as construgoes feitas.

A

FUVEST 1998, Questao 10.

FUVEST 1999, Questao 10:

a) Construa com régua e compasso, um trapézio ABC D, onde AB seja paralelo
a CD, conhecendo-se os pontos A, M, N e I, que satisfazem as seguintes
condicoes: M é o ponto médio do lado AD, N é o ponto médio de BC e [
é o ponto de interseccao do segmento M N com a reta que passa por B e é
paralela a AD.

b) Descreva e justifique a construcao feita.

M. ) N
I

FUVEST 1999, Questao 10.




FUVEST 2000, Questao 10: Sao dados os pontos A e B. Usando uma
régua e compasso, construa a circunferéncia circunscrita a um poligono regular
de 12 lados, que tem o segmento AB como um de seus lados. Descreva e
justifique as construgoes utilizadas.

B

A

FUVEST 2000, Questao 10.

FUVEST 2001, Questao 10: Sao dados os pontos A e B e um segmento
contendo os pontos GG, H e I. Sabe-se que A e B pertencem, respectivamente,
as diagonais CE e DF de um quadrado CDEF, cujo centro é O. A distancia de
A a O éigual a GH e a medida do lado do quadrado é igual a GI. Construa,
usando régua e compasso, um quadrado CDEF, satisfazendo as condicoes
acima. Descreva e justifique as construgoes utilizadas.

FUVEST 2002, Questao 10: Sao dados os pontos A e M e a reta s. Sabe-
se que o ponto A é vértice de um paralelogramo ABCD; o lado AB estd na
reta s; M é o ponto médio do lado BC e o angulo CAB tem medida 30°.
Usando régua e compasso, construa esse paralelogramo. Descreva e justifique
sua construgao.



I
FUVEST 2001, Questao 10.

FUVEST 2002, Questao 10.



2 Questoes do ITA

ITA 1979, Questao 11: Determinar, por construcao geométrica, o compri-
mento da diagonal de um quadrado de area equivalente a da coroa da figura

representada a seguir.
(A)47mm (B)57mm (C)45mm (D) 50 mm (E) 62 mm

ITA 1979, Questao 11.



ITA 1979, Questao 14: Os segmentos AC e BG sao partes de um duto,
representado por seu eixo e que, do ponto C' ao ponto G, é encurvado em
quatro arcos de circunferéncia que concordam nos pontos C, D, E, F' e G,
conforme a figura a seguir. Pede-se o comprimento do duto, no desenho na

escala 1:2,5.
(A)430 mm (B) 380 mm (C) 530 mm (D) 330 mm (E) 480 mm

A C

B G
ITA 1979, Questao 14.

ITA 1979, Questao 15: Determinar a soma dos raios de duas circunferéncias
inscritas num triangulo ABC, tangentes aos lados deste e entre elas, sendo dado
o angulo A = 35°, a mediana relativa ao lado BC, igual a 96 mm, e a mediana

relativa ao lado AC, igual a 60 mm.
(A)45mm (B)39mm (C)28mm (D)34mm (E)40 mm



ITA 1980, Questao 16: Sao dados dois pontos P e P’ e uma reta r. Determi-
nar a soma dos raios das circunferéncias que contém os pontos e sao tangentes
a reta.

(A)60mm (B)65mm (C)8lmm (D)74mm (E) 69 mm

P

ITA 1980, Questao 16.

ITA 1980, Questao 17: Um compressor centrifugo é acionado por um mo-
tor elétrico, sendo usada uma correia chata, suposta inteiramente tensa e de
espessura desprezivel. Sabendo-se que:

e A polia do motor é de raio r; e de centro Cf.

e A polia do compressor é de raio r9 e de centro Co.

e 1 = 200 mm, r9 = 400 mm, C1Cy = 1000 mm.
Pede-se determinar o comprimento real da correia, sendo a escala 1:10.
(A) 3820 mm (B) 4020 mm (C) 3940 mm (D) 3860 mm (E) 4000 mm

ITA 1980, Questao 18: Determinar o comprimento da mediana em relagao
ao vértice B de um tridngulo ABC, do qual conhecemos os pés das alturas H,,
Hy e H., sabendo-se que o angulo A é obtuso.

(A)56mm (B)6lmm (C)72mm (D) 75 mm (E) 80 mm



H,
ITA 1980, Questao 18.

ITA 1980, Questao 19: Os lados e a base de um triangulo isésceles sao
os segmentos dureos da média proporcional de dois segmentos que medem,
respectivamente, 60 e 90 mm. Determinar o semi-perimetro deste triangulo,
considerando o menor segmento como a base.

(A)50mm (B)55mm (C) 70mm (D) 64 mm (E) 59 mm

ITA 1981, Questao 16: Sao dados uma circunferéncia de raio igual a 20
mm, um ponto P na mesma, um ponto P’ distante de seu centro e uma reta r,
como mostra a figura abaixo. Rolando a circunferéncia sem escorregar sobre
a reta, partindo do ponto P, desenvolver 315° no sentido horario. Determi-
nar a distancia do centro da circunferéncia até o ponto P’, quando a mesma
completar o angulo dado.

(A)28mm (B)22mm (C)50mm (D) 4l mm (E) 33 mm

P/

ITA 1981, Questao 16.



ITA 1981, Questao 19: Determinar o perimetro do trapézio de bases AB e
E'F equivalente ao pentdgono ABCDE.
(A)215mm (B) 210 mm (C) 244 mm (D) 225 mm (E) 220 mm

D

A B
ITA 1981, Questao 19.



ITA 1981, Questao 20: Achar a area, em milimetros quadrados, da figura
afim do quadrado ABC'D (sentido horério), do qual conhecemos sua diagonal
AC e o ponto B’, afim do vértice B. A reta xy é o eixo de afinidade.

(A) 1220 mm? (B) 1678 mm? (C) 1125 mm? (D) 1530 mm? (E) 1350 mm?

A

o B
ITA 1981, Questao 20.

10



ITA 1982, Questao 16: Asretas a, b e ¢ sdo lugares geométricos de trés pon-
tos, respectivamente, A, B e C, que pertencem a uma circunferéncia. Sabendo-
se que nesta circunferéncia o arco AB mede 120° e o arco BC' mede 60°,
pergunta-se qual o valor de seu raio.

(A)32mm (B)37mm (C)52mm (D) 47mm (E) 42 mm

()

(a)
ITA 1982, Questao 16.

ITA 1982, Questao 17: Sao dadas duas retas r e t e um ponto P. Determinar
o raio da circunferéncia que passa por P, é tangente a reta t, sendo a reta r o

lugar geométrico do centro O.
(A)32mm (B)19mm (C)4lmm (D)25mm (E) 38 mm

11



ITA 1982, Questao 17.

ITA 1982, Questao 18: M, e M, sao, respectivamente, os pontos médios
dos lados b e ¢ de um triangulo ABC. Sabendo-se que o angulo do vértice A
é igual a 60° e que a altura conduzida deste mesmo vértice A mede 42 mm,
pergunta-se o valor do perimetro do triangulo.

(A) 115mm (B) 250 mm (C) 126 mm (D) 203 mm  (E) 227 mm

M, M,

ITA 1982, Questao 18.

ITA 1982, Questao 20: A um ajustador mecanico é fornecida uma chapa de
aco, retangular. Pede-se o apétema do maior pentdgono que pode ser riscado
nesta chapa, sabendo-se que as dimensoes desta sao, respectivamente, a 32
proporcional e a média proporcional dos valores 150 mm e 125 mm. A resposta
devera ser indicada na escala 1:2.5.

(A)35mm (B)43mm (C)25mm (D) 17mm (E) 14 mm

12



ITA 1983, Questao 16: Asretas r’, s’ e t’ sdo figuras afins das retas r, s e t.
Determinar o raio da circunferéncia tangente as retas r, s e t, sabendo-se que
os pontos A e A’ sdo pontos afins e z é o eixo de afinidade.

(A)20 mm (B) 25 mm (C) 30 mrjri1 (D) 35 mm  (E) 42 mm

ITA 1983, Questao 16.
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ITA 1983, Questao 17: Determinar o comprimento aproximado do lado
oposto ao vértice A de um tridngulo qualquer, sendo dados os lados ¢ e £5 que
definem o vértice A. E conhecido também o comprimento da bissetriz by, de
origem em A.
e /(1 =50mm ¥¢9=33mm by =22mm
(A)55mm (B) 70 mm (C) 60 mm (D) 45 mm (E) 78 mm

ITA 1983, Questao 18: Sao dadas as retas r e s e um ponto C. Construir
um hexagono regular, tal que tenha o ponto C' como centro da circunferéncia
circunscrita e dois vértices opostos do hexagono estao um sobre a reta r e
outro sobre a reta s. Determinar graficamente o lado do quadrado de area
equivalente a do hexagono.

(A)60mm (B)45mm (C)35mm (D) 40 mm (E) 50 mm

C

ITA 1983, Questao 18.

ITA 1983, Questao 19: Determinar graficamente a altura do trapézio ABC D,
conhecendo-se:

e Base AB = 92 mm; Base CD = 55 mm.

e A diagonal BD é média proporcional dos segmentos AB e CD.

e O ponto E é o ponto de concurso das retas suportes dos lados AD e BC

e o angulo AEB = 30°.
e Identificagdo dos pontos A, B, C' e D no sentido anti-horario.
(A)2lmm (B)26mm (C)35mm (D)56 mm (E) 46 mm

14



ITA 1983, Questao 20: Uma roda de didmetro d estd em repouso, apoiada
sobre a semi-reta de origem ¢, no ponto A. Em dado instante é posta em
movimento, girando, sem deslizar, até atingir o ponto B, onde para. Sabendo-
se que os pontos c e e sao ligados por dois arcos de circunferéncia, de centros
01 e O4, e considerando que a roda, para completar o trajeto, deu duas voltas
completas, determinar o valor aproximado de seu didmetro. A solucdo terd que
ser inteiramente grafica.
(A)30mm (B)15mm (C)20mm (D)35mm (E)40 mm

o Oy

[ ) Ol
ITA 1983, Questao 20.

ITA 1984, Questao 16: Um topografo pretende medir a altura de uma
torre. Para tanto localiza o teodolito num ponto A conveniente e faz uma
visada horizontal para o ponto B localizado a 100 m de distancia. Em seguida
visa o topo da torre (ponto C) verificando ser de 40° o angulo que o teodolito
forma com a horizontal. Determinar a altura da torre, sabendo-se ser esta a
média proporcional da distancia AB. O visor do teodolito estd a 1,50 m do
solo. Escala: 1:103

(A) 71,50 mm (B) 62,0 mm (C) 55,5 mm (D) 66,0 mm (E) 50,5 mm

ITA 1984, Questao 17: Determinar, graficamente, o comprimento desenvol-
vido de um anel de diametro externo D (75 mm) e didmetro interno d (25 mm)
usando equivaléncia de areas.

(A) 157 mm (B) 161 mm (C) 150 mm (D) 175 mm (E) 166 mm

15



ITA 1984, Questao 18: Determinar, graficamente, a altura referida ao lado
AB de um tridngulo ABC, conhecendo-se o valor das medianas Mg e Mg,
bem como o comprimento do lado BC.

e Mp=90mm; My =60mm; BC =63 mm.

(A)60mm (B)45mm (C)64mm (D) 72mm (E) 51 mm
ITA 1984, Questao 19: Construir um quadrilatero ABCD que seja ins-
critivel e tal que nele seja inscrita uma circunferéncia de centro O e raio r
(25 mm). Determinar o raio da circunferéncia que circunscreve o quadrilatero,

sabendo-se que seu lado AB mede 90 mm.
(A)42mm (B)47mm (C)52mm (D)57mm (E) 61 mm

O

A .

ITA 1984, Questao 19.

ITA 1985, Questao 16: Determinar, aproximadamente, o perimetro de um
triangulo ABC' (assinalado no sentido horério), sendo dado um dos lados AB,
igual a 75 mm. O angulo do vértice A é igual a 135° e a altura conduzida do
vértice C ao lado AB é igual ao segmento aureo desse lado.

(A) 250 mm (B) 225 mm (C) 312mm (D) 270 mm (E) 306 mm

A B

ITA 1985, Questao 16.

ITA 1985, Questao 17: Sao dados do problema: uma circunferéncia de raio
r, um ponto P que lhe pertence, uma reta t a ela tangente e um ponto @) dessa
reta. Girando-se a circunferéncia de 135° sobre a reta, sem deslizar, determinar

a distancia do ponto P ao ponto Q.
(A) 76 mm (B) 50 mm (C) 70 mm (D) 63 mm (E) 55 mm

16



ITA 1985, Questao 17.

ITA 1985, Questao 19: As retas s e t sdo os eixos de um duto que descreve
uma curva definida por dois arcos de circunferéncia concordantes. Determinar
graficamente o comprimento do duto entre os pontos A e B, sabendo-se que
ambos os arcos de concordancia sao tangentes a reta r no ponto P. Escala do
desenho: 1:10.

(A) 1180 mm (B) 1280 mm (C) 1110 mm (D) 990 mm (E) 1220 mm

r

ITA 1985, Questao 19.
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ITA 1986, Questao 16: Dados: Uma circunferéncia de centro O; uma reta;
dois pontos A e B. Pede-se: O raio da circunferéncia que passa pelos dois
pontos e é secante & circunferéncia dada e determina nela uma secante paralela
a reta r.

(A)22mm (B)20mm (C)29mm (D) 37mm (E) 42 mm

A
ITA 1986, Questao 16.
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ITA 1986, Questao 18: De um triangulo ABC' conhecemos: Um lado, uma
mediana e o angulo oposto ao lado dado. Pede-se o valor dos outros dois lados.

e g = 65 mm; mp = 63 mm.
(A) 60 e 80 mm (B) 50 e 57 mm (C) 55 e 65 mm

(D) 60 e 70 mm (E) 68 ¢ 77 mm

A

A

7

ITA 1986, Questao 18.
ITA 1986, Questao 19: Os segmentos AB e BC' sao os lados de um tridngulo
ABC'. Determinar o angulo do vértice A, sabendo-se que o lado AC é a quarta

proporcional dos segmentos AB, BC' e AD.

(A)25° (B)30° (C)22° (D)16° (E)20°
B

C

D

A,
B .
A

ITA 1986, Questao 19.

ITA 1987, Questao 1: Dadas duas retas r e s e um ponto M entre elas,
pede-se determinar dois pontos R e S nas retas dadas, sendo MR = MS. O

valor do segmento RS é:
(A)22 (B)42 (C)30 (D)35 (E) 38

S M

\

ITA 1987, Questao 1.
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ITA 1987, Questao 2: Passar, pelos pontos dados, retas a e b paralelas
e separadas pelo segmento d também dado. O segmento perpendicular pelo
ponto B, até a reta que passa pelo ponto A, mede:

(A)45 (B)36 (C)40 (D)30 (E)43

d

B
ITA 1987, Questao 2.

ITA 1987, Questao 4: Construir um tridangulo isdsceles equivalente ao setor
circular conhecido. A base desse triangulo mede aproximadamente:
(A)33 (B)29 (C)36 (D)27 (E)38

45°

I

42 J
* g

ITA 1987, Questao 4.
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ITA 1987, Questao 5: O segmento C'E dado é o lado de um pentagono
inscrito em um circulo. Construa um triangulo retangulo, sabendo-se que sua
hipotenusa é igual ao segmento C'E e que os catetos sao lados de poligonos
inscritos no mesmo circulo. Pergunta: Qual é o perimetro do triangulo?
(A)62mm (B)75mm (C)90mm (D)8 mm (E) 68 mm
C E

ITA 1987, Questao 5.

ITA 1987, Questao 6: Dadas as retas r e s paralelas, concordéa-las nos pontos
A e B por uma curva plana composta de dois arcos, sabendo-se que o raio de
um deles é o triplo do outro. Quanto mede a diferenga entre os comprimentos
dos arcos concordantes?

(A)40 mm (B)55mm (C)65mm (D) 72mm (E) 80 mm

r

ITA 1987, Questao 6.
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ITA 1987, Questao 7: O segmento PQ é um dos lados nao paralelos de
um trapézio. O segmento M N é o que une os pontos médios dos lados nao
paralelos. O segmento PQ) forma com a base maior um angulo igual a «. Sabe-
se que a base maior é o dobro da base menor. Quanto mede o lado nao paralelo
a PQ?

(A)45mm (B)4lmm (C)35mm (D)48mm (E) 37 mm

r Q

M N

ITA 1987, Questao 7.
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ITA 1987, Questao 8: Sao dadas as retas r, s e £, assim como o ponto B.
Trace a bissetriz do angulo formado por r e s e determine sobre a mesma um
ponto A, distante 20 mm a direita da reta t. Trace o menor caminho entre
os pontos A e B, com um ponto em ¢. Pergunta: Qual é a medida do angulo
formado pelos segmentos que determinam este menor caminho?
Obs: t é perpendicular & bissetriz do angulo formado por r e s.
(A) 45°  (B)90° (C)60° (D) 75° (E)65°
r

ITA 1987, Questao 8.

ITA 1988, Questao 1: O segmento AB dado é o semi-perimetro de um
hexagono regular. Sem construir esse hexagono, pede-se tragar um quadrado
de area equivalente. Pergunta: Quanto mede o lado do quadrado?
Obs: Mostrar todas as construgoes geométricas.

(A)36 mm (B)43mm (C)48 mm (D) 53 mm (E) 57 mm

A B

ITA 1988, Questao 1.
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ITA 1988, Questao 2: Construir um triangulo sendo conhecidos: o lado a,
a mediana m. e o angulo G, formado pelas medianas m. e my. A mediana m,
mede?

(A)57mm (B) 70 mm (C) 65 mm (D) 60 mm (E) 74 mm

a

me

o

ITA 1988, Questao 2.

ITA 1988, Questao 4: Determinar dois pontos fixos P e () por onde pas-
sam todas as circunferéncias ortogonais as circunferéncias de centros O e O'.
Pergunta: Quanto mede a distancia PQ?

(A)45mm (B)52mm (C)58 mm (D) 67mm (E) 76 mm

ITA 1988, Questao 4.
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ITA 1988, Questao 5: O segmento AB pertence a um pentagono estrelado.
Quanto mede o segmento AC? Escala: 1:25.
Obs: O desenho do pentagono estrelado abaixo é apenas uma demonstracao
do que se pede, nao possuindo valor numérico.

(A) 256,25 cm  (B) 270,75 cm  (C) 287,50 cm

(D) 293,25 cm  (E) 300,50 cm

ITA 1988, Questao 5.

ITA 1988, Questao 8: Sao dados: A circunferéncia de centro O, o ponto O’
e o segmento RS, que é o perimetro de uma circunferéncia cujo centro é O’.
Trace a circunferéncia de centro O’ e determine os centros de homotetia das
duas circunferéncias. Pergunta: Quanto mede a distancia entre os centros de
homotetias direta e inversa das duas circunferéncias?

(A)8mm (B)11mm (C)1l4mm (D)18 mm (E)23 mm

25



ITA 1988, Questao 8.
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ITA 1993, Questao 22: Dadas as retas a, b e ¢, tracar uma circunferéncia que
seja interceptada por estas retas, segundo arcos de amplitudes respectivamente
iguais a 90°, 135° e 75°. Pergunta: Qual a diferenga entre a soma das cordas
definidas pelas retas nos arcos de amplitudes 90° e 75° e a corda correspondente
ao arco de 135°.

(A)3mm (B)25mm (C)40mm (D) 47mm (E) 18 mm

C

ITA 1993, Questao 22.
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ITA 1993, Questao 23: O segmento AB corresponde a soma de um lado
de um quadrado com um lado de outro. A soma das areas dos quadrados é
equivalente a drea de um circulo de raio R dado. Pergunta: Quanto medem
aproximadamente os lados dos quadrados?

(A)32e23mm (B)25e30mm (C) 18 e 37 mm

(D) 40 e 15 mm (E) 46 ¢ 9 mm

A B

R

ITA 1993, Questao 23.

ITA 1993, Questao 24: Os pontos A, B e C sao vértices de um triangulo
ABC. Determinar dois segmentos de tal forma que o produto destes segmen-
tos seja igual ao produto dos lados b e c. Um dos segmentos é tangente a
circunferéncia circunscrita ao tridngulo no vértice A. Pergunta: Quanto mede
a soma dos segmentos pedidos, considerando os dados na escala 1 : 507
(A)580m (B)535m (C)455m (D)3,90m (E) 6,40 m

A

ITA 1993, Questao 24.
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3 Questoes do IME

IME 1964/1965, Questao 1, Item 1 [valor 1,0]: Dada uma circunferéncia
de 5 cm de raio, tragar 5 outras circunferéncias internas tangentes a ela e
tangentes entre si, duas a duas.

IME 1965/1966, Questao 1, Item (a): Construir um triangulo retangulo
sendo dados a hipotenusa = 9 cm e a soma dos catetos = 12 cm.

IME 1965/1966, Questao 1, Item (c): Retificar a terca parte do arco AB
dado.

B
IME 1965/1966, Questao 1, Item (c).

IME 1965/1966, Questao 1, Item (d): Tragar as circunferéncias tangentes
areta M N dada e tangentes & circunferéncia O, num ponto 7' dado sobre esta.

IME 1965/1966, Questao 2, Item A: Os vértices de um trapézio sao
os pontos de contatos das tangentes comuns exteriores a duas circunferéncias
tangentes entre si, cujos centros estao afastados de 7 cm, sendo 9 cm o diametro
de uma delas. Pedem-se:

(a) Desenhar o trapézio.

(b) Determinar o hexdgono regular cuja drea seja equivalente a do trapézio.

29



M
IME 1965/1966, Questao 1, Item (d).
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IME 1967/1968, Questao 1, Item 1 [valor 0,5]: Pelo ponto P, tracar uma
reta que passe pelo ponto de concorréncia das retas M e N que nao podem ser
prolongadas.

IME 1967/1968, Questao 1, Item 1.
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IME 1967/1968, Questao 1, Item 2 [valor 0,5]: Do ponto C' como centro,
tracar uma circunferéncia que corte os lados do angulo BAD, de modo que a
corda obtida seja paralela a reta M.

M

IME 1967/1968, Questao 1, Item 2.
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IME 1967/1968, Questao 1, Item 3 [valor 1,0]: O segmento de reta AE
representa a soma da diagonal e do lado de um quadrado. Pede-se construir o
quadrado.

A E
IME 1967/1968, Questao 1, Item 3.
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IME 1967/1968, Questao 1, Item 4 [valor 1,0]: Construir um quadrado,
equivalente a um circulo cuja area é a soma das areas de dois circulos de raios
3e?2cm.

IME 1968/1969, Questao 1, Item 1 [valor 1,0]: Dados os trés pontos A,
B e C, passar por A e B uma circunferéncia tal que a tangente tirada por C
tenha um comprimento de 5 cm.

B

C
IME 1968/1969, Questao 1, Item 1.
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IME 1968/1969, Questao 1, Item 2 [valor 1,0]: No tridngulo isdsceles
ABC, inscrever um retangulo cujo perimetro seja duplo do perimetro do tridngulo
isésceles que fica na parte superior do retangulo.

B

IME 1968/1969, Questao 1, Item 2.
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IME 1968/1969, Questao 1, Item 3 [valor 1,0]: Pelo ponto comum S
dividir o triangulo ABC em trés areas iguais.

A

C B
IME 1968/1969, Questao 1, Item 3.

IME 1969/1970, Questao 1, Item 2 [valor 1,0]: Os pontos O; e Oz sdo os
centros de duas circunferéncias de raios 2 ¢cm e 1 ¢m respectivamente. Ache um
ponto tal que as tangentes mais inclinadas, tracadas as circunferéncias, sejam
iguais e formem um angulo de 100°.

Ol 02

IME 1969/1970, Questao 1, Item 2.

36



IME 1969/1970, Questao 1, Item 3 [valor 0,5]: Os pontos M, N, P,
@ e R sdo os pontos médios dos lados de um pentdgono qualquer. Ache o
pentagono.

R

N
IME 1969/1970, Questao 1, Item 3.

37



IME 1970/1971, Questao 1, Item 1 [valor 0,5]: Dado o tridngulo ABC,
ache no seu interior um ponto tal que a soma das distancias aos trés vértices
seja minima.

B

IME 1970/1971, Questao 1, Item 1.

38



IME 1970/1971, Questao 1, Item 2 [valor 1,0]: As retas M, N e P sdo
as mediatrizes de um triangulo. O ponto S esta sobre um dos lados. Construa
o triangulo.

N

IME 1970/1971, Questao 1, Item 2.
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IME 1970/1971, Questao 1, Item 3 [valor 1,0]: Construa um trapézio
retangulo que satisfaca as seguintes condicoes:

(i) Altura igual a diferenca das alturas dos trapézios ABCD e EFGH.

(ii) Area igual & diferenca das dreas dos trapézios ABCD e EFGH.

B C

A D E H
IME 1970/1971, Questao 1, Item 3.

IME 1971/1972, Questao 6 [valor 1,0]: Um feixe de circulos F' é dado por:
um circulo de centro O, com dois centimetros de raio; eixo radical e, distante
quatro centimetros de O e comum a todos os circulos de F. Pedem-se:

(a) Construir o menor circulo que seja ortogonal a todos os circulos de F.

(b) Construir um circulo de F' tangente a uma reta r perpendicular ao eixo
radical e e distante seis centimetros de O.
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IME 1971/1972, Questao 6.
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IME 1971/1972, Questao 7 [valor 1,0]: Construir um quadrildtero ins-
critivel convexo cujos lados medem AB = 3 cm, BC =5 cm, CD =5 cm e
DA =8 cm.

IME 1982/1983, Questao 4, Item (a) [valor 0,8]: Em um tridngulo
ABC dao-se o angulo 121, o raio do circulo ex-inscrito r, (relativo ao angulo
A) e a altura h, (relativa ao lado a). Indique a construcao do triangulo ABC
e conclua dai a condigcao que deve haver entre os elementos dados para que a

construcao seja possivel, isto é, para que exista o triangulo ABC, escaleno.

IME 1983/1984, Questao 5 [valor 0,6]: Dao-se um circulo ¢, de centro O,
e trés diregoes dy, do e ds. Inscreva em c os tridngulos cujos lados AB, BC e
CA tém, respectivamente, as diregoes di, do e d3 e cujos vértices A, B e C se
sucedem no circulo ¢, no sentido do movimento dos ponteiros do relégio.

dy

da

IME 1983/1984, Questao 5.
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IME 1984/1985, Questao 2, Item (a) [valor 0,5]: Em um triangulo ABC
sao dados o lado a, a soma dos outros dois lados, b+c = ¢, e a area S. Construa
o triangulo com régua e compasso.

b+c NG

a

IME 1984 /1985, Questao 2, Item (a).

IME 1984/1985, Questao 8, Item (a) [valor 0,5]: Construa um qua-
drilatero convexo ABC D, dados: os comprimentos das diagonais AC' e BD; o
angulo de AC com BD; os angulos adjacentes A e D.

AC BD

S

IME 1984/1985, Questao 8, Item (a).

AC/BD

IME 1984 /1985, Questao 8, Item (b) [valor 0,5]: Sao dados dois circulos
concéntricos, Cy e Cy, de raios r1 e ry (11 > r2) e centro O. Por um ponto
A de Cq determine uma corda AD de Ci, que corta Cy em B e C, tal que
AD = 3BC'. Discuta a possibilidade e o nimero de solugées.
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4 Solucoes da FUVEST

FUVEST 1996, Questao 10: Na figura abaixo sao dadas duas semi-retas r

e s de mesma origem A e um ponto P.

a) Utilize essa figura para construir, usando régua e compasso, os pontos B
em r e C' em s de tal forma que o ponto P pertenca ao segmento BC' e que
AB seja igual a AC.

b) Descreva e justifique o processo utilizado na construgao.

FUVEST 1996, Questao 10: Solugao.

Construcgao: (i) Trace a bissetriz by de A; (ii) Trace por P uma perpendicular
t a by, determinando sobre as retas r e s os vértices B e C, respectivamente.

Justificativa: O tridngulo AABC' é isdsceles, ja que AB = AC. Logo, a base
BC é a perpendicular, no caso por P, a bissetriz b4 do angulo A oposto a base.
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FUVEST 1997, Questao 10:

a) Dados AB e um segmento de medida r, construa, usando régua e compasso,
um triangulo isésceles sabendo que sua base é AB e o raio da circunferéncia
inscrita nesse triangulo é r.

b) Descreva as construgoes feitas.

c¢) Justifique o porqué de cada construcao.

FUVEST 1997, Questao 10: Solucgao.

Construgao: (i) Trace a mediatriz mc pelo ponto M médio de AB; (ii)
Marque sobre m¢ o ponto O tal que MO = r; (iii) Trace C1 = C(O,r); (iv)
Trace por A a tangente t a (', determinando sobre m¢ o vértice C.
Justificativa: Em um triangulo isdsceles, o centro O do circulo inscrito C
estd sobre a mediatriz da base do triangulo, e o ponto de tangéncia de C com
a base é o ponto médio M desta. Assim, tendo-se a base AB e o raio r de C1,
podemos determinar o centro O de C. O terceiro vértice do triangulo é entao
determinado pelas tangentes a C partindo dos vértices conhecidos A e B.
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FUVEST 1998, Questao 10:

a) Dadas as retas paralelas r e s e um ponto A em r, construa um triangulo
equildtero com um vértice em A, outro vértice em r e o terceiro vértice em
s.

b) Descreva e justifique as construgoes feitas.

r c A A

Cl A"

B
FUVEST 1998, Questao 10: Solugao.

Construgao: (i) Marque um ponto A’ qualquer sobre r e trace o triangulo
equildtero de lado AA’, determinando o outro vértice A”; (ii) Prolongue o lado
AA”, determinando sobre s o vértice B; (iii) Trace C; = C(A, AB), determi-
nando sobre r o vértice C.

Justificativa: O triangulo equildtero auxiliar AAA’A” ajuda a determinar o
angulo BAC = 60° do triangulo equildtero desejado AABC.
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FUVEST 1999, Questao 10:

a) Construa com régua e compasso, um trapézio ABC D, onde AB seja paralelo
a C'D, conhecendo-se os pontos A, M, N e I, que satisfazem as seguintes
condigbes: M é o ponto médio do lado AD, N é o ponto médio de BC e [
é o ponto de interseccao do segmento M N com a reta que passa por B e é
paralela a AD.

b) Descreva e justifique a construcao feita.

r

M ‘
/ |
D C

FUVEST 1999, Questao 10: Solugao.

Construgao: (i) Prolongue AM, determinando o vértice D tal que AM =
MD, com M entre A e D; (ii) Trace por A uma paralela r a M N (iii) Trace
por I uma paralela s a AM, determinando sobre r o vértice B; (iv) Prolongue
BN, determinando o vértice C' tal que NC' = NB, com N entre B e C.
Justificativa: O vértice B é determinado pela definicao do ponto I dada no
enunciado. Pelas definicoes de M e N, o segmento M N é a base média do
trapézio desejado. Os vértices C e D sdo determinados pelos prolongamentos
de BN e AM, fazendo NC = NB e M D = AM, respectivamente.
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FUVEST 2000, Questao 10: Sao dados os pontos A e B. Usando uma
régua e compasso, construa a circunferéncia circunscrita a um poligono regular
de 12 lados, que tem o segmento AB como um de seus lados. Descreva e
justifique as construgoes utilizadas.

A
FUVEST 2000, Questao 10: Solucgao.

Construgao: (i) Prolongue AB e marque C’ qualquer, com B entre A e C’;
(ii) Trace o triangulo equildtero de lado BC'; (iii) Trace a bissetriz bp de B e
marque a distancia BC' = AB, determinando o vértice C sobre bp; (iv) Trace
o triangulo equilatero de lado ¢ = AC, cujo terceiro vértice é o centro O do
circulo desejado C1 = C(O, ).

Justificativa: O angulo interno de um dodecdgono regular é % =
150°. Dado o segmento AB = {12, podemos tracar um tridngulo equilatero
com vértice B e sua bissetriz interna bg, para determinar um angulo de 150°.
Marcando-se sobre esta bissetriz o vértice C' do dodecagono tal que BC =
AB = {19, tem-se AC = lg. Logo, o centro O do circulo C; circunscrito ao
dodecdgono é o terceiro vértice de um triangulo equildtero de lado AC.
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FUVEST 2001, Questao 10: Sao dados os pontos A e B e um segmento
contendo os pontos GG, H e I. Sabe-se que A e B pertencem, respectivamente,
as diagonais CE e DF de um quadrado CDEF, cujo centro é O. A distancia de
A a O éigual a GH e a medida do lado do quadrado é igual a GI. Construa,
usando régua e compasso, um quadrado CDEF, satisfazendo as condicoes
acima. Descreva e justifique as construgoes utilizadas.

Construgao: (i) Determine o ponto M médio de GI e trace a mediatriz
m de GI, marcando sobre m o ponto P tal que MP = %; (ii) Determine
o ponto N médio de AB e trace C; = (IV, ATB); (iii) Trace Cy = (A,GH),
determinando o ponto O, centro do quadrado, sobre Cy; (iv) Trace C3 =
(O,GP), determinando os vértices C, D, E, e F' do quadrado desejado sobre
as retas suportes de OA e OB.

Justificativa: Seja O o centro do quadrado. Assim, AOB = 90°, de modo
que O pertence ao circulo Cy de diametro AB. Como AO = GH é dado, o
ponto O fica plenamente determinado. Pelo enunciado, o raio do circulo Cy
circunscrito ao quadrado é GP = GIZ‘/i, 0 que permite determinar os vértices

do quadrado, que estao sobre as retas suportes de OA e OB.
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d
2

M I
FUVEST 2001, Questao 10: Solucgao.
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FUVEST 2002, Questao 10: Sao dados os pontos A e M e a reta s. Sabe-
se que o ponto A é vértice de um paralelogramo ABCD; o lado AB estéd na
reta s; M é o ponto médio do lado BC e o angulo CAB tem medida 30°.
Usando régua e compasso, construa esse paralelogramo. Descreva e justifique

sua construgao.
D /\ L ¢ t

30° s
A B N

FUVEST 2002, Questao 10: Solucgao.

Construcgao: (i) Trace por M uma perpendicular 7 a s, determinando o ponto
N sobre s; (ii) Determine P sobre r tal que M P = M N, com M entre N e P, e
trace por P uma paralela ¢ a s; (iii) Trace o angulo de 30° (bissetriz de tridngulo
equildtero) a partir de A, determinando o vértice C' sobre ¢; (iv) Prolongue
CM, determinando o vértice B sobre s; (v) Trace por A uma paralela a BC,
determinando o vértice D sobre t.

Justificativa: Como ABCD é um paralelogramo de lado AB sobre s, entao
o lado C'D esta sobre uma paralela ¢t a s. Esta paralela t é tal que qualquer
segmento PMN, com Pemte N em s, é tal que PM = MN. O vértice C
é determinado em ¢ com um angulo de CAN = 30°, como dado no enunciado.
O vértice B é determinado sobre s prolongando C' M. Por fim, o vértice D é
determinado sobre ¢t com AB = DC ou com AD = BC.
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5 Solugoes do ITA

ITA 1979, Questao 11: Determinar, por construcao geométrica, o compri-
mento da diagonal de um quadrado de area equivalente a coroa da Figura 1,
representada no Caderno de Respostas.

i
i 211 2r9 x
ITA 1979, Questao 11: Solugao - (B) 57 mm.

Construcao: (i) Construa um triangulo retangulo de catetos (r; —rz) e 3(r1 —
72), cuja hipotenusa é dada por x = v/10(ry — r2) ~ 7(r1 — r2); (i) Determine
a média geométrica d de 2(r; +r2) e .

Justificativa: O lado ¢ do quadrado de drea equivalente a da coroa é

£ = (st 1)
e a diagonal d deste quadrado é entao

d=10V2= \/QW(T% —r3) = \/2(7“1 +1ra).m(ry — 72)
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ITA 1979, Questao 14: Os segmentos AC e BG sao partes de um duto,
representado por seu eixo e que, do ponto C' ao ponto G, é encurvado em
quatro arcos de circunferéncia que concordam nos pontos C, D, E, F' e G,
conforme a figura a seguir. Pede-se o comprimento do duto, no desenho na
escala 1:2,5.

A C

B G
ITA 1979, Questao 14: Solugao - (A) 430 mm.

Construgao: (i) Trace uma perpendicular a AC por C' e a mediatriz de CD,
cuja intersecao é o centro O; do arco CD; (ii) Prolongue O1D e trace a medi-
atriz de DFE, cuja interse¢ao é o centro Oy do arco DE; (iii) Prolongue O2F
e trace a mediatriz de E'F, cuja intersecao é o centro O3 do arco EF; (iv)
Prolongue O3F', neste caso no sentido de Os, e trace a mediatriz de F'G, cuja
intersecao é o centro O4 do arco F'G, intersecao esta também sobre a perpen-
dicular a BG por G; (v) Retifique os arcos CD, DE, EF e FG, usando, por
exemplo, o método de d’Ocagne ([1], pp. 63-65).

Justificativa: No ponto de concordancia, as curvas devem ter a mesma tan-
gente, que em um circulo é ortogonal ao raio. Logo, o centro O; do arco C'D
estd sobre a perpendicular a AC por C. Para ter a mesma tangente em D
que o arco AC, o centro do arco DE é colinear com O e com D. Os demais
centros sao determinados analogamente. Deve-se incluir os comprimentos AC
e BG na resposta, escalando o resultado por 2,5, como exigido no enunciado.
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ITA 1979, Questao 15: Determinar a soma dos raios de duas circunferéncias
inscritas num triangulo ABC, tangentes aos lados deste e entre elas, sendo dado
o angulo A= 35°, a mediana relativa ao lado BC, igual a 96 mm, e a mediana
relativa ao lado AC, igual a 60 mm.

Construgao: (i) Trace BB,, = mp e determine G sobre mp tal que BG =
2G Byy; (ii) Construa o arco-capaz C7 do angulo A = 35° relativo & corda BB,,;
(iii) Construa o circulo Cy = C(G, QT”TA), cuja intersecao com C; é o vértice A;
(iv) Prolongue AB,,, determinando o vértice C tal que AC = 2AB,,; (v) Trace
o circulo C3, de centro O, inscrito no triangulo AABC ([2], Exercicio 1.4), cuja
intersecao com uma bissetriz b, do triangulo AABC é o ponto de tangéncia
P; (vi) Trace por P uma perpendicular a b, cuja intersecdo com um lado
do triangulo é o ponto Q; (vii) Trace Cy = C(Q, QP), determinando o ponto
P’ sobre o lado do triangulo; (viii) Trace por P’ uma perpendicular ao lado
do tridngulo, cuja intersegdo com a bissetriz b, é o centro O" do circulo Cf,
tangente a Cs e a dois lados do triangulo AABC.
Justificativa: O baricentro do tridngulo AABC estéd sobre as medianas. As-
sim, o vértice A estd sobre o arco-capaz do angulo A dado, relativo & mediana
mp, e também sobre o circulo de centro em G e raio zmTA. Definido o triangulo
AABC, traga-se o seu circulo inscrito C'3 de centro O.

O centro do segundo c’irculo C%, tangente a dois lados do triangulo AABC
e ao circulo Cjs, esta sobre a bissetriz do angulo formado pelos dois lados. A
tangente comum aos dois circulos C3 e C% é entdao perpendicular a referida
bissetriz, e determina sobre C3 o ponto de tangéncia P e sobre um lado do
triangulo o ponto Q. Pelo conceito de poténcia, a outra tangente QP’ por
Q@ ao circulo C% deve ter comprimento QP = QP, o que permite determinar
o outro ponto P’ de tangéncia a Cj por Q. O centro O’ de C% estd sobre a
perpendicular ao lado do triangulo por P’.
sln: H4 dois triangulos AABC que satisfazem as restri¢oes do problema. Cada
tridngulo gera trés possiveis solucoes para o problema, que deve ser anulado.
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ITA 1979, Questao 15: Solugcao - Questao Anulada.
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(b)
ITA 1979, Questao 15: (Continuagao) Possiveis solugées para os
triangulos: (a) AA,BC,; (b) AAgBCp.
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ITA 1980, Questao 16: Siao dados dois pontos (P, P') e uma reta (r). De-
terminar a soma dos raios das circunferéncias que contém os pontos e sao
tangentes a reta.

Q B Q'

ITA 1980, Questao 16: Solugao I (geométrica) - (E) 69 mm.

Construgao I (geométrica): (i) Trace a mediatriz m de PP’; (ii) Prolongue
PP’, determinando o ponto B sobre a reta r; (ii) Determine a média geométrica
x =+ BP.BP’; (iii) Trace o circulo Cy = C(B, z), cujas interse¢oes com a reta
r sdo os pontos @ e @Q'; (iv) Trace perpendiculares a r por @ e @', cujas
respectivas intersecoes com a mediatrz m sao os pontos O e O, centros dos
circulos de raios desejados 1, = OQ e ro = O'Q.

Justificativa I (geométrica): Como P e P’ pertencem a ambos os circulos, a
poténcia do ponto B em relacao aos dois circulos é a mesma e igual a BP.BP'.
Com isto, o comprimento da tangente aos dois circulos por B é dado por
x = vBP.BP', o que permite determinar os pontos Q e @' de tangéncia por
B em ambos os circulos. Naturalmente, os centros dos circulos estao sobre as
respectivas perpendiculares a r por estes pontos de tangéncia.
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sln: Este problema tem uma solucao algébrica que gera uma construgao muito
simples e interessante.

Construgao II (algébrica): (i) Trace pelo ponto médio M de PP’ a me-
diatriz m, cuja intersegdo com a reta r é o ponto A; (ii) Prolongue PP’, de-
terminando o ponto B sobre a reta r; (iii) Determine a quarta proporcional
AM :2BM = AB : (7'1 +T’2).

Justificativa IT (algébrica): Das semelhangas dos triangulos AABM, AAOQ,
AAO'Q’ e (onde os pontos A, B, O, O', Q, Q" e M foram definidos nas cons-

trugoes acima), tem-se

AB A0 A0’ _AB AM+OM AM —-O'M

BM 00 0Q ~ BM ™ r2
AB.ri—AM.BM
{ OM = ABri_AM.EM
AB.ro—AM.BM
O'M = “BM

Além disto, dos tridngulos retangulos AOMP ¢ AOM'P, tem-se
OM? = OP%? — PM? =} — PM?
O'M?=0'P? - PM? =r2 — PM?

Usando estes valores de OM e O’ M nas equagoes anteriores, ambas tornam-se
equagoes do tipo

AM?*r2 —2AB.AM.BM.r, + BM*.AP? =0

cuja soma das respectivas solugoes é entao dada por

2AB.AM.BM _ 2AB.BM
AM? - AM

(r1+mre) =
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ITA 1980, Questao 17: Um compressor centrifugo é acionado por um mo-
tor elétrico, sendo usada uma correia chata, suposta inteiramente tensa e de
espessura desprezivel. Sabendo-se que:

e A polia do motor é de raio r1 e de centro C1.

e A polia do compressor é de raio 79 e de centro Cs.

e E que r1 =200 mm, ro = 400 mm, C;Cy = 1000 mm.

Pede-se determinar o comprimento real da correia, sendo a escala 1:10.

ITA 1980, Questao 17: Solugao - (C) 3940 mm.

Construgao: (i) Trace a tangente comum externa aos dois circulos dados
([2], Exercicio 1.11(a)), determinando os pontos de tangéncia que delimitam os
arcos da correia em cada circulo; (ii) Retifique os arcos, usando, por exemplo,
o método de d’Ocagne ([1], pp. 63—65). Por simetria, trabalhamos apenas com
a metade superior da correia.

Justificativa: O problema consiste em se determinar a correia, que é definida
pela tangente comum externa aos dois circulos dados.
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ITA 1980 - Questao 18: Determinar o comprimento da mediana em relagao
ao vértice B de um triangulo ABC', do qual conhecemos os pés das alturas H,,
H, e H., sabendo-se que o angulo A é obtuso.

H. H,

C Ha B

ITA 1980, Questao 18: Solugao - (B) 61 mm.

Construgao: (i) Trace os lados H,Hy, HyH. e HyH. do triangulo 6rtico
AH,HyH,; (ii) Trace as bissetrizes externa (no vértice H,) e internas (nos
vértices Hy e H.) do triangulo értico, cujas interse¢oes determinam o triangulo
AABC: A é intersecao das bissetrizes internas por Hy e H.; B é intersecao
das bissetrizes externa por H, e interna por H.; C ¢é intersecao das bissetrizes
externa por H, e interna por Hy; (iii) Determine o ponto médio M de AC e
trace a mediana BM desejada.

Justificativa: As alturas do triangulo AABC sao as bissetrizes de seu triangulo
ortico AH,HyH.. Como o angulo Aé obtuso, as alturas pelos vértices B e C
serdo na verdade bissetrizes externas do triangulo értico AH,HyH.. Note que
as bissetrizes interna e externa em um dado angulo sao perpendiculares entre
si [4], pp. 16-18.
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ITA 1980, Questao 19: Os lados e a base de um triangulo isésceles sao
os segmentos dureos da média proporcional de dois segmentos que medem,
respectivamente, 60 e 90 mm. Determinar o semi-perimetro deste triangulo,
considerando o menor segmento como a base.

N

<
4 60 mm

i 2y

90 mm
ITA 1980, Questao 19: Solugao - (E) 59 mm.

Construgao: (i) Determine a média proporcional ¢ = 1/60.90; (ii) Determine
os segmentos aureos a e b de ¢; (iii) O semi-perimetro desejado é dado por
p=a-+ %

Justificativa: Algebricamente, £ = v/60.90 = 301/6. Além disto, a = % l
eb= %E, de forma que g = ¢, com (a +b) = £. Logo, o semi-perimetro
desejado é dado por

2a+b b V5-1, 3-5
p = =

1+5
5 a+§— 5 l+ 1 = 1 30v/6 = 59,45 mm
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ITA 1981, Questao 16: Sao dados uma circunferéncia de raio igual a 20
mm, um ponto P na mesma, um ponto P’ distante de seu centro e uma reta r,
como mostra a figura abaixo. Rolando a circunferéncia sem escorregar sobre
a reta, partindo do ponto P, desenvolver 315° no sentido horario. Determi-
nar a distancia do centro da circunferéncia até o ponto P’, quando a mesma
completar o angulo dado.

.

i

ITA 1981, Questao 16: Solugao - (?).

Construgao: (i) Retifique a semi-circunferéncia, determinando o compri-
¥l

mento %; (ii) Marque a distancia 5 a partir do centro da circunferéncia, deter-
minando a nova posicao deste ponto apds o deslocamento da circunferéncia.
Justificativa: O angulo de 315° corresponde a % da circunferéncia completa,
determinando o deslocamento do centro da circunferéncia e do ponto P, cor-
respondentemente.

sln: O problema nao apresenta opgao de resposta adequada. Além disto, o
ponto P indicado é initil. Considerando que o problema pede a distancia PP’

ap6s o deslocamento, a resposta é (E) 33 mm.
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ITA 1981, Questao 19: Determinar o perimetro do trapézio de bases AB e
E'F equivalente ao pentagono ABCDE.

D

E' A B c’
.

)

T
ITA 1981, Questao 19: Solucao - (E) 220 mm.

Construgao: (i) Trace por E uma paralela a AD, cuja interse¢ao com reta su-
porte de AB é o ponto E’; (ii) Trace por C' uma paralela a BD, cuja intersegao
com reta suporte de AB é o ponto C’; (iii) Determine a quarta proporcional de
hg: E'C' = hp : x, onde hp e hg sao as respectivas alturas de F e D relativas
ao lado AB; (iv) Marque a distancia EF = (x — AB) a partir do vértice E,
determinando o vértice F' do trapézio desejado.

Justificativa: As dreas dos triangulos AAED, AAE'D, ABCD e ABC'D
sao tais que

Sapp = Sapp = 250 E'C'.hp
Born, = OABCDE = Spop = ——5—

Spep = Spop = 52

Ja a area do trapézio desejado seria dada por
AB + EF
SABEF = (2) hg
Fazendo-se Sapcpe = SAaBEF, tem-se
hg hp

E'C’  AB+ EF

0 que permite determinar a base EF do trapézio.
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ITA 1981, Questao 20: Achar a area, em milimetros quadrados, da figura
afim do quadrado ABC'D (sentido horério), do qual conhecemos sua diagonal
AC e o ponto B’, afim do vértice B. A reta xy é o eixo de afinidade.

B

A —~/p
ITA 1981, Questao 20: Solucao - (D) 1530 mm?.

Construcgao: (i) Trace a mediatriz da diagonal AC do quadrado, marcando
os extremos B e D tais que OA = OB = OC = OD, onde O é o ponto médio
de AC; (ii) Prolongue BC e BD, cujas intersegoes com a reta r sao os pontos
C" e D", respectivamente; (iii) Trace B'C"” e B'D”, cujas interse¢oes com as
paralelas a BB’ por C' e D sao os pontos C’ e D', respectivamente; (iv) Trace
por B’ e D’ retas paralelas a C'D’ e B'C’, respectivamente, cuja intersecao é
o ponto A’; (v) Determine a altura h de B’ relativa ao lado A'D’.
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Justificativa: A transformacao afim leva pontos a suas imagens através de
retas paralelas. Além disto, a transformacao afim, mapeia retas em retas afins.
Pontos pertencentes ao eixo de afinidade (no caso, C” e D") sao mapeados em
si mesmo. Logo, C' e D’ pertencem aos respectivos mapeamentos das retas
B'C" e B'D", de forma que CC’ e DD’ sao paralelas a BB'. O ponto A’
complementa o paralelogramo A’B’C’'D’, afim do quadrado ABCD e com &rea

SA/B/C/D/ = A/D/.h

ITA 1982, Questao 16: Asretas a, b e ¢ sdo lugares geométricos de trés pon-
tos, respectivamente, A, B e C, que pertencem a uma circunferéncia. Sabendo-
se que nesta circunferéncia o arco AB mede 120° e o arco BC' mede 60°,
pergunta-se qual o valor de seu raio.

C
(e)
60°
r @)
(v) D—

ITA 1982, Questao 16: Solugao - (A) 32 mm.

Construcgao: (i) Trace a reta equidistante das retas a e ¢ e tome um ponto O
qualquer sobre esta reta; (ii) Determine a rotagdo ¢’ = R goo(c) da reta ¢ de
um angulo de 60° em torno de O, cuja intersecao com a reta b é o vértice B,
determinando o raio desejado r = OB.

Justificativa: Como AOB = 120° e BOC = 60°, entdo AOC = 180° e o
ponto O é médio de AC. Com isto, o ponto B pode ser obtido pela rotagao do
ponto C' de 60° em torno de O. O raio r desejado pode ser determinado por
r=0B=0C=0A=BC.
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ITA 1982, Questao 17: Sao dadas duas retas r e t e um ponto P. Determinar
o raio da circunferéncia que passa por P, é tangente a reta t, sendo a reta r o
lugar geométrico do centro O.

ITA 1982, Questao 17: Solugao - (D) 25 mm.

Construgao: (i) Trace por P uma perpendicular a reta r, determinando os
pontos A em r e B em t; (ii) Trace o triangulo retangulo de hipotenusa AB e
cateto PA, determinando o outro cateto x; (iii) Trace o circulo C1 = C(B, ),
cujas interse¢bes com a reta t sdo os pontos C' e C’; (iv) Trace por C uma
perpendicular a reta t, cuja intersecao com r é o centro O da circunferéncia
desejada.

Justificativa: A poténcia do ponto B em relagao a circunferéncia solugao é

BC? = BA'.BP = (BA — AA')(BA+ AP) = BA? — AP?

pois AA’ = PA, sendo A’ a intersecao de BP com a circunferéncia solucao, ja
que PA’ é ortogonal & r. A equagao anterior, determina a posicao do ponto C.
sln: Na verdade, hd uma segunda solugao gerada pelo ponto C’.

sln: Outra solugao seria marcar A’, entre P e B e tal que AA’ = PA, e calcular

diretamente BC = BA’.BP.
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ITA 1982, Questao 18: M, e M, sao, respectivamente, os pontos médios
dos lados b e ¢ de um tridangulo ABC. Sabendo-se que o dngulo do vértice A
¢é igual a 60° e que a altura conduzida deste mesmo vértice A mede 42 mm,
pergunta-se o valor do perimetro do triangulo.

Ch

B C
ITA 1982, Questao 18: Solugao - (E) 227.

Construgao: (i) Trace o arco-capaz C; do angulo A = 60° relativo 4 corda
MyM,; (ii) Trace uma paralela a MM, a uma distancia %" = 21 mm, cuja in-
tersegao com o circulo C é o vértice A; (iii) Prolongue AM; e AM, e determine
os vértices B e C' tais que MyB = AM; e M.C = AM..

Justificativa: O segmento MM, é a base média do tridngulo desejado, com

isto MyM, é paralelo a BC' e A estd a uma altura %‘1 de MyM..
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ITA 1982, Questao 20: A um ajustador mecénico é fornecida uma chapa de
aco, retangular. Pede-se o apétema do maior pentdgono que pode ser riscado
nesta chapa, sabendo-se que as dimensoes desta sdo, respectivamente, a 32
proporcional e a média proporcional dos valores 150 mm e 125 mm. A resposta
devera ser indicada na escala 1:2,5.

)
mm |

125 mm

P

T
x
125 mm
V5R ? — )
2 F
2

RO
14

ITA 1982, Questao 20: Solugao - (?).

Construcgao: (i) Determine a terceira proporcional 150 : 125 = 125 : x; e a
média proporcional x5 = 1/150.125, e esboce a chapa retangular de dimensoes
x1 X x9; (i) Trace um circulo Cq, de raio R qualquer e tangente a um lado
de comprimento x2 em seu ponto médio P; (iii) Construa o pentdgono regular

inscrito em Cy, de lado ¢ = 5;2‘/5}2 ([2], Exercicio 2.25) e com um vértice
em P; (iv) Determine, por homotetia de centro P, o pentdgono desejado de
apétema a maximo.
Justificativa: A digonal d e a altura h = (R + a), onde a é o ap6tema do
pentagono regular, sao tais que

d= @ t d i)

=< =
h:\/5+22\/5£ h x1

Logo, o aspecto limitante serd a altura h, e nao a largura d, do pentagono.
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sln: O problema nao apresenta opcao de resposta adequada. Considerando
x1 como a terceira proporcional de 125 mm e 150 mm, ou seja, fazendo 125 :
150 = 150 : 1, e repetindo a construcao acima, tem-se a = 25 mm. Este valor,
porém, deveria ser escalado para obter a resposta adequada.

P

ITA 1982, Questao 20 (modificada): Solugao - (C) 25 mm.

ITA 1983, Questao 16: Asretas r’, s’ e t’ sdo figuras afins das retas r, s e t.
Determinar o raio da circunferéncia tangente as retas r, s e t, sabendo-se que
os pontos A e A’ sdo pontos afins e z é o eixo de afinidade.

Construgao: (i) Sejam as interse¢oes B, de s’ com t/, e C’, de ' com t'; (ii)
Prolongue r’, s’ e t’, cujas intersecoes com a reta z sao os pontos A”, B" e C”,
respectivamente; (iii) A reta s é determinada por AB”, cuja interse¢do com
uma paralela por B’ a AA’ é o ponto B; (iv) A reta t é determinada por BC”,
cuja intersegdo com uma paralela por C’ a AA’ é o ponto C; (v) A reta r é
determinada por C'A”; (vi) Trace as bissetrizes dos ngulos obtusos entre r e t
em C e entre s e t em B, determinando o centro O da circunferéncia desejada.
Justificativa: A transformacao de afinidade de pontos se d4 por retas para-
lelas a AA’, que sao pontos afins. As intersecoes de r’, s’ e t' com o eixo de
afinidade x pertencem as respectivas retas afins r, s e t. As intersecoes de 1/,
s’ e t’ entre si se transformam nas intersecoes de r, s e t. Assim, determinamos
as retas s, t e r, nesta ordem. O centro da circunferéncia tangente a r, s e t
estd sobre as bissetrizes dos angulos formados por estas trés retas.
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ITA 1983, Questao 16: Solugao - (B) 25 mm.
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ITA 1983, Questao 17: Determinar o comprimento aproximado do lado
oposto ao vértice A de um tridangulo qualquer, sendo dados os lados ¢ e £5 que
definem o vértice A. E conhecido também o comprimento da bissetriz b4, de
origem em A.

e /1 =50mm ¥, =33mm by =22mm

B Cy

Cy

ba

7FQ
IR

.

B’
>
gl

ly 2

ITA 1983, Questao 17: Solugao I (geométrica; baseada em solugao
do Curso ETAPA) - (B) 70 mm.

Construcao I (geométrica; baseada em solugao do Curso ETAPA): (i)
Determine os pontos C, A e B’, colineares e com A entre C' e B’, tais que CA =
Uy e AB' = (1; (ii) Determine a quarta proporcional de g : by = ({1 + £3) : x;
(iii) Trace os circulos C; = C(A,41) e Cy = C(B', x), cuja interse¢ao define o
vértice B.

Justificativa I (geométrica; baseada em solugdo do Curso ETAPA):
No triangulo original AABC, seja A= 2a, de forma que na figura-solugao
tenhamos o angulo externo B'AB = (180° — 2ar). Da construgao acima, o
triangulo AABB' é is6sceles e tal que AB’B = ABB' = «, de forma que BB’ é
paralelo & bissetriz by no tridngulo AABC. Com isto, lo : by = (¢1+¥2) : BB,
e o vértice B pode ser determinado ja que sdo conhecidas as distancias AB e
BB'.
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vy

62 62
b
ITA 1983, Questao 17: Solugao II (algébrica) - (B) 70 mm.

Construcgao II (algébrica): (i) Determine a média proporcional z = /£ /o;
(ii) Determine a quarta proporcional = : by = ({1 + f2) : y; (iii) Trace o
triangulo retangulo de hipotenusa (¢; + ¢2) e cateto y, determinando o outro

cateto /3.
Justificativa II (algébrica): Pelos Teoremas das Bissetrizes e de Stewart,
tém-se

m_n _ mtn _ L3 — A3t — {34
{ by 7 by T Ul T i+l = m= l1+L2 en= 144

Bm + Bn = (mn + b%) 43

Logo,

8%6362 658361 536162 9

== 2 +bA 63

b1+ 40y 01+ 4 (61 + 42)

e entao
ba 222
b3 = (01 + ¢ 1——=(50+33)4/1— ~ 70
3= 0+ 1) oy~ (00+33) 50 x 33 o
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ITA 1983, Questao 18: Sao dadas as retas r e s e um ponto C. Construir
um hexagono regular, tal que tenha o ponto C como centro da circunferéncia
circunscrita e dois vértices opostos do hexdgono estdo um sobre a reta r e
outro sobre a reta s. Determinar graficamente o lado do quadrado de area
equivalente a do hexagono.

.

Qg

3l
ITA 1983, Questao 18: Solugao - (E) 50 mm.

Construgao: (i) Trace a reta s’ paralela a s de modo que o ponto C seja
equidistante de s’ e s, determinando sobre a reta r um vértice A, do hexdgono
de lado ¢ = C'Ay; (ii) Determine a média proporcional ¢4 do semi-perimetro
pe = 3lg e do apdtema ag do hexdgono.

Justificativa: Como A; e A4 s@o opostos, por simetria C' é médio de Aj Ay.
Logo, a reta s’ é lugar geométrico de Aq, assim como a reta r, o que determina
o vértice A1. Por equivaléncia de dreas, tem-se £3 = pgag, ou seja

by = \/3lg.ag

sln: Minha construcao deu de fato £ ~ 53 mm.
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ITA 1983, Questao 19: Determinar graficamente a altura do trapézio ABCD,
conhecendo-se:

e Base AB =92 mm; Base CD = 55 mm.

e A diagonal BD é média proporcional dos segmentos AB e CD.

e O ponto F é o ponto de concurso das retas suportes dos lados AD e BC
e o angulo AEB = 30°.
Identificacao dos pontos A, B, C e D no sentido anti-horario.

ﬁr:b‘

CI/

' 30°

»

CD ’ CD
ITA 1983, Questao 19: Solugao - (D) 55mm.

TFUU'

Construgao: (i) Marque os pontos A, C’, B e C”, nesta ordem, colineares e
tais que AC' = BC"” = CD; (ii) Determine a média proporcional x = BD =
VAB.CD; (ii) Trace o circulo C; = C(C”, z); (iii) Trace o arco-capaz Co do
angulo de 30° relativo & corda C’B, cuja intersecao com o circulo C é o vértice
C' do trapézio; (iv) Determine a altura desejada h de C relativa a base AB;
(v) (opcional) Marque a distancia C'D a esquerda de C, paralelamente a AB,
para determinar o vértice D.

Justificativa: Como AC’ = CD e AC' | CD, entao AC'CD formam um
paralelogramo, de modo que C'C'B = AEB = 30°. Além disto, como BC" =
CD e BC" || CD, entao BC"”C'D também formam um paralelogramo, de modo
que C"C = BD, o que permite determinar o vértice C.
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ITA 1983, Questao 20: Uma roda de didmetro d estd em repouso, apoiada
sobre a semi-reta de origem ¢, no ponto A. Em dado instante é posta em
movimento, girando, sem deslizar, até atingir o ponto B, onde para. Sabendo-
se que os pontos ¢ e e sao ligados por dois arcos de circunferéncia, de centros
01 e Oy e considerando que a roda, para completar o trajeto, deu duas voltas
completas, determinar o valor aproximado de seu didmetro. A solucao terd que
ser inteiramente grafica.

X1

iy

) |
2 Tl |

. -t
N

€ ) 0(Cy) € B

_ AB
t= 2

-+ e

ITA 1983, Questao 20: Solugao - (C) 20 mm.

Construgao: (i) Trace o arco C; de centro em O; e raio Ojc do ponto ¢ ao
segmento O103; (ii) Trace o arco Cy de centro em Oy e raio Oze do segmento
0102 ao ponto e; (iii) Retifique os arcos Cy e Cq, usando, por exemplo, o
método de d’Ocagne ([1], pp. 63-65), determinando o comprimento total AB;
(iv) Determine o circulo cujo comprimento é ¢ = 4B ([2], Exercicio 4.4).

Justificativa: Os arcos devem concordar no ponto pertencente ao segmento

0105. O diametro D do circulo de comprimento ¢ ~ (v/3 + v/2)D pode ser
determinado por D = 2(x1 — x2)¢, com 1 = @ lexy= § /.
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ITA 1984, Questao 16: Um topografo pretende medir a altura de uma
torre. Para tanto localiza o teodolito num ponto A conveniente e faz uma
visada horizontal para o ponto B localizado a 100 m de distancia. Em seguida
visa o topo da torre (ponto C') verificando ser de 40° o angulo que o teodolito
forma com a horizontal. Determinar a altura da torre, sabendo-se ser esta a
média proporcional da distancia AB. O visor do teodolito estd a 1,50 m do
solo. Escala: 1:103

sln: Questao Anulada. A frase “sabendo-se ser esta [a altura da torre] a
média proporcional da distancia AB” nao tem sentido.

ITA 1984, Questao 17: Determinar, graficamente, o comprimento desenvol-
vido de um anel de diametro externo D (75 mm) e didmetro interno d (25 mm)
usando equivaléncia de areas.

X2

ITA 1984, Questao 17: Solugao - (A) 157 mm.

@er:(D—i—d)

fS)

Construgao: (i) Determine as grandezas 1 = (D + d)
e faga ¢ ~ (z1 + x2).
Justificativa: Pela equivaléncia das areas, tem-se
D—d D? — ¢? D+d D+d
E( 5 ):ﬂ'( 1 ):>€:7T7( ;)%(\/g-i-\/i)( ;_ )

ou seja, £ = 507 ~ 157 mm.

)
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ITA 1984, Questao 18: Determinar, graficamente, a altura referida ao lado
AB de um triangulo ABC, conhecendo-se o valor das medianas Mg e Mg,
bem como o comprimento do lado BC.

e Mp =90mm; Mcs=60mm; BC =63 mm.

oA
Ch
Cy
M, i
Cy Cs
h
B B C o

ITA 1984, Questao 18: Solugao - (E) 51 mm.

Construgao: (i) Marque os pontos B, B, C' e C' colineares, nesta ordem,
tais que B'B = CC’ = BE; (ii) Trace as circunferéncias Cy = C(B', Mp) e
Cy = C(C, M¢), cuja interse¢ao é o ponto M, médio de AB; (iii) Determine a
altura h desejada de C relativa a BM,; (iv) (opcional) Trace as circunferéncias
C3=C(B,Mp) e Cy =C(C', M¢), cuja intersecao é o ponto My, médio de AC
(v) (opcional) Prolongue BM,. e C'Mj, cuja intersegao é o vértice A.
Justificativa: Pela construgao, B'M. = BM, = Mg, C'M, = CM, = M¢,
de forma que M.M, || BC e M. M, = BTC. Logo, M.M, é a base média do
triangulo relativa ao lado BC.
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ITA 1984, Questao 19: Construir um quadrilatero ABCD que seja ins-
critivel e tal que nele seja inscrita uma circunferéncia de centro O e raio r
(25 mm). Determinar o raio da circunferéncia que circunscreve o quadrilatero,
sabendo-se que seu lado AB mede 90 mm.

B

ITA 1984, Questao 19: Solugao - (B) 47 mm.

Construcgao: (i) Trace a circunferéncia C; = C(O,r); (ii) Trace as tangentes
t1 e to a Cq por A, definindo o angulo A, e marque sobre #1 o vértice B tal que
AB = 90 mm; (iii) Trace a outra tangente t3 por B a Cy; (iv) Trace o triangulo
retangulo de angulo é e cateto adjacente r, determinando a hipotenusa R; (v)
Trace a circunferéncia Cy = C(O, R), cuja interse¢ao com o prolongamento de
ts é o vértice C; (vi) Trace as mediatrizes dos lados AB e BC, cuja interse¢ao
é o centro O’ da circunferéncia C3 circunscrita ao quadrildtero; (vii) (opcional)
Trace a tangente t4 por C' a Cq, cua intersecao com ty é o vértice D.
Justificativa: O quadrilatero ABCD é inscritivel (e, diga-se de passagem,
também circunscritivel). Logo, seus lados sao tangentes & circunferéncia C e
o vértice C' vé o circulo Cy sob um angulo C' = (180° — A). Logo, CO = -
valor este determinado no passo (iv) da construcao acima.
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ITA 1985, Questao 16:
Determine o perimetro de um triangulo ABC dados o lado AB = 75 mm, o
angulo A = 135° e que a altura do vértice C' é o segmento dureo de AB.

C

ITA 1985, Questao 16: Solugao - (D) 270 mm.

Construcao: (i) Trace o angulo de A = 75° com vértice em A; (ii) Determine
o segmento aureo h. de AB; (iii) Trace uma paralela a AB a uma distancia hc,
cuja intersecao com o outro lado do dngulo A ¢ o vértice C.

Justificativa: O vértice C' fica facilmente determinado pela altura h. e pelo
fato de que CAB = 135°.

Algebricamente, tem-se que

he = ‘/52_ L

Com isto, AC = h.v/2 e, pela Lei dos Cossenos, tem-se

BC? = AB? + AC? — 2AB x AC cos 135°

2
— AB% + (‘/‘?’2_1\6) AB2 +2\/52_1\@A32\f

= 3AB?

De modo que o perimetro desejado é

AB + AC + BC = <1+‘/52_1f2+\/§> AB = 270 mm
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ITA 1985, Questao 17: Sao dados do problema: uma circunferéncia de raio
r, um ponto P que lhe pertence, uma reta ¢ a ela tangente e um ponto () dessa
reta. Girando-se a circunferéncia de 135° sobre a reta, sem deslizar, determinar
a distancia do ponto P ao ponto Q.

— v

ITA 1985, Questao 17: Solugao - (C) 70 mm.

Construcao: (i) Retifique a semi-circunferéncia e determine ¢ = 377 de seu
comprimento; (ii) Marque a nova posigao do ponto P, rotacionado de 135° no
sentido horario e transladado horizontalmente de uma distancia ¢ em relacao
a posicao original.

Justificativa: O angulo de 135° corresponde a um deslocamento horizontal £
igual a % da semi-circunferéncia. O movimento do ponto P é a composicao da
rotagao de 135° em torno do centro da circunferéncia e da translagao horizontal
da distancia /.

ITA 1985, Questao 19: As retas s e t sdo os eixos de um duto que descreve
uma, curva definida por dois arcos de circunferéncia concordantes. Determinar
graficamente o comprimento do duto entre os pontos A e B, sabendo-se que
ambos os arcos de concordancia sao tangentes a reta r no ponto P. Escala do
desenho: 1:10.

Construcgao: (i) Trace as bissetrizes b1, do angulo obtuso formado pelas retas
ser, e by, do angulo obtuso formado pelas retas t e r; (iii) Trace a perpendi-
cular por P da reta r, cujas intersecoes com as bissetrizes b e by determinam
os centros O e Os, respectivamente, dos arcos concordantes; (iv) Trace as
perpendiculares por O; a reta s e por Oz a reta r, cuja intersecao com cada
reta determina o ponto de tangéncia do respectivo arco com a prépria reta; (v)
Trace os arcos concordantes e retifique-os, usando, por exemplo, o método de
d’Ocagne ([1], pp. 63-65).
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Justificativa: O arco de centro O; é tangente simultaneamente as retas s e
r. Logo, O1 esta sobre a bissetriz do dngulo formado pelas duas retas. Analo-
gamente, o centro O2 do outro arco esta sobre a bissetriz do angulo formado
pelas retas t e r. Como os arcos concordantes sao tangentes a reta r em P, os
seus centros devem pertencer também a perpendicular a reta r neste mesmo
ponto.

« O,

ITA 1985, Questao 19: Solugao - (E) 1220 mm .
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ITA 1986, Questao 16: Dados: Uma circunferéncia de centro O; uma reta;
dois pontos A e B. Pede-se: O raio da circunferéncia que passa pelos dois
pontos e é secante a circunferéncia dada e determina nela uma secante paralela

a reta r.
B

A
ITA 1986, Questao 16: Solugao - (C) 29 mm .

Construcgao: (i) Trace a mediatriz m de A e B; (ii) Trace por O uma per-
pendicular p & reta r, cuja intersecao com a mediatriz m é o centro O’ da
circunferéncia desejada.

Justificativa: Naturalmente que o centro O" da circunferéncia desejada estd
sobre a mediatriz de A e B. Além disto, a mediatriz da secante determinada
pelos dois circulos passa pelos seus centros. Esta mediatriz passa por O, é
perpendicular a r e passara também por O’.



ITA 1986, Questao 18: De um triangulo ABC' conhecemos: Um lado, uma
mediana e o angulo oposto ao lado dado. Pede-se o valor dos outros dois lados.
e a¢ = 65 mm; my = 63 mm.

Cy

ITA 1986, Questao 18: Solugao - (E) 68 e 77 mm.

Construgao: (i) Marque os pontos colineares B, B e C”, nesta ordem, tais
que B'B = BC = a; (ii) Trace o arco-capaz C; do angulo A relativo ao lado
BC = q; (iii) Trace Co = C(B’,2my), cuja interse¢ao com Cp é o vértice A.
Justificativa: Seja M, o ponto médio de AC. No tridngulo auxiliar AB'C A,
B é médio de B'C, e assim BM, é a base média relativa ao lado B’A deste
triangulo, de forma que B’A = 2BM, = 2m;. Além disto, é simples perceber
que o vértice A pertence ao arco-capaz C7 do angulo A relativo ao lado BC = a.
sln: Este problema foi um dos que mais me causaram dificuldade, apesar de
sua simples solucao.
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ITA 1986, Questao 19: Os segmentos AB e BC sao os lados de um triangulo
ABC'. Determinar o angulo do vértice A, sabendo-se que o lado AC é a quarta
proporcional dos segmentos AB, BC' e AD.

T 9

C'4

BC

C
i 02 Cl -

A D B

ITA 1986, Questao 19: Solugao - (7).

Construcgao: (i) Determine a quarta proporcional AB : BC = AD : AC; (ii)
Trace os circulos Cy = C(A, AC) e Cy = C(B, BC), cuja intersecao é o vértice
C.

Justificativa: A solugao segue diretamente do enunciado do problema.

sln: A solucdo do problema acima, para os comprimentos dados AB =~ 79
mm, BC ~ 45 mm e AD = 63 mm, pela Lei dos Cossenos, determina A= 14°,
que nao corresponde a qualquer opgao de resposta. Considerando AC' como a
quarta proporcional dos segmentos BC', AB e AD, isto é, fazendo BC' : AB =
AD : AC, entdao A = 20°, como obtido abaixo.

D
Cy 8.

Gy
BC

A B
ITA 1986, Questao 19 (modificada): Solugao - (E) 20°.
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ITA 1987, Questao 1: Dadas duas retas 7 e s e um ponto M entre elas,
pede-se determinar dois pontos R e S nas retas dadas, sendo MR = MS. O

valor do segmento RS é:

L?/
5 M

ITA 1987, Questao 1: Solugao - (E) 38 mm.

Construgao: (i) Trace a reta s’ simétrica da reta s em relagdo ao ponto M,
cuja interse¢do com a reta r determina o ponto R; (ii) Trace a reta RM, cuja
intersecao do prolongamento com a reta s é o ponto S.

Justificativa: O ponto R (que pertence a reta r) é o simétrico do ponto S
(que pertence a reta s) em relagdo ao ponto M.
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ITA 1987, Questao 2: Passar, pelos pontos dados, retas a e b paralelas
e separadas pelo segmento d também dado. O segmento perpendicular pelo
ponto B, até a reta que passa pelo ponto A, mede:

a1
A 1 ;
1

ITA 1987, Questao 2: Solugao - (D) 30 mm.

Construgao: (i) Trace o circulo C; = C(B,d); (ii) Trace as tangentes a; e as
por A a C1; (iii) Trace por B paralelas by e by as retas a; E ag, respectivamente.
Justificativa: As tangentes a; e ag ao circulo C', de centro B e raio d, distam
necessariamente d do ponto B. A partir disto, tracam-se as paralelas by e bo,
respectivamente, a a1 e as. Como pode-se perceber, ha dois pares de retas que
satisfazem as condig¢oes do enunciado.

sln: O problema nao requer construgao alguma, ja que a distancia d entre as
retas paralelas é dada no enunciado.

ITA 1987, Questao 4: Construir um tridngulo isdsceles equivalente ao setor
circular conhecido. A base desse tridangulo mede aproximadamente:

sln: Questao Anulada. Existem infinitos triangulo isésceles equivalentes a
um setor circular dado.
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ITA 1987, Questao 5: O segmento C'E dado é o lado de um pentdgono
inscrito em um circulo. Construa um tridangulo retangulo, sabendo-se que sua
hipotenusa ¢é igual ao segmento CE e que os catetos sao lados de poligonos
inscritos no mesmo circulo. Pergunta: Qual é o perimetro do triangulo?

65 65

YN
5
S

ol

ITA 1987, Questao 5: Solugao - (D) 83 mm.

Construgao: (i) Determine o raio R = \/5%(\)/565 do circulo circunscrito
ao pentdagono de lado CE = /5 ([2], Exercicio 2.26); (ii) Trace o tridngulo
retangulo de hipotenusa /5 e cateto R = /¢, determinando o outro cateto
to=Y51R

Justificativa: De [5], pp.232-233, tem-se

ts=/55R

ls=R = (3 =3+ 63
g = \/52_1 R
e ainda
5 5
R[5t V5 0
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ITA 1987, Questao 6: Dadas as retas r e s paralelas, concorda-las nos pontos
A e B por uma curva plana composta de dois arcos, sabendo-se que o raio de
um deles ¢é o triplo do outro. Quanto mede a diferenca entre os comprimentos
dos arcos concordantes?

/’/1 o
dq
AR
e
d2 \
3R .
L 4 4
O O, 3R B
AB
2
e——— S
R
AB 1
2
ITA 1987, Questao 6: Solugao - (B) 55 mm.
Construgao: (i) Determine a quarta proporcional 2d; : ATB = ATB : R, onde

dy é a distancia entre as retas r e s; (ii) Marque os pontos O7 e Oq, sobre as
perpendiculares a r por A e a s por B, respectivamente, e tais que AO; = R e
BOy = 3R; (iii) Trace, até o segmento 0103, os arcos concordantes de raios R
e 3R e centros O; e Oq, respectivamente; (iv) Retifique os arcos concordantes,
usando, por exemplo, o método de D’Ocagne ([1], pp. 63—65).
Justificativa: Do tridangulo retangulo AOO;03, tem-se
di+d3 AB?

8d; 8y

(4R)*> = (dy —4R)*+d5 = R =
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ITA 1987, Questao 7: O segmento PQ é um dos lados nao paralelos de
um trapézio. O segmento M N é o que une os pontos médios dos lados nao
paralelos. O segmento P forma com a base maior um angulo igual a .. Sabe-
se que a base maior é o dobro da base menor. Quanto mede o lado nao paralelo

a PQ?

b
Q
o
P B -
® Py 7Y o .
M N
»
b A
B |
2MN
ITA 1987, Questao 7: Solucao - (B) 41 mm.
Construgao: (i) Determine os comprimentos das bases maior B = MgN e

menor b = %; (ii) Trace PQ fazendo o angulo o com a base maior; (iii)
Trace a partir de () a base menor paralela & base maior; (iv) Complete o
trapézio unindo os extremos das duas bases.

Justificativa: Como M N é a base média do trapézio, tem-se que

MN

2 2 B — AMN

:B+b:2b+b:>{b:2]\§N
3
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ITA 1987, Questao 8: Sao dadas as retas r, s e £, assim como o ponto B.
Trace a bissetriz do angulo formado por r e s e determine sobre a mesma um
ponto A, distante 20 mm a direita da reta t. Trace o menor caminho entre
os pontos A e B, com um ponto em ¢. Pergunta: Qual é a medida do angulo
formado pelos segmentos que determinam este menor caminho?
Obs: t é perpendicular & bissetriz do angulo formado por r e s.

ITA 1987, Questao 8: Solugao - (D) 75°.

Construgao: (i) Prolongue as retas r e s, cujas respectivas intersegoes com a
reta ¢t determinam os pontos R e S; (ii) Trace a mediatriz m de RS e marque
sobre m o ponto A, 20 mm & direita de ¢; (iii) Determine o ponto B’, simétrico
de B em relacao a t, e trace a reta B’A, cuja intersecao com a reta t é o ponto
C, que define o caminho desejado BC'A.

Justificativa: A bissetriz do angulo entre r e s é perpendicular a t e equidis-
tante dos pontos R e S. Logo, esta bissetriz é a mediatriz m de RS. Como
(BC + CA) = (B'C + CA), no caminho desejado B’, C' e A sao colineares, o
que permite determinar o ponto C € t.

sln: A sentenga “distante 20 mm a direita da reta ¢t” é dibia. O ponto A esta
20 mm a direita de t ou esta 20 mm de ¢, a direita?
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ITA 1988, Questao 1: O segmento AB dado é o semi-perimetro de um
hexagono regular. Sem construir esse hexagono, pede-se tragar um quadrado
de area equivalente. Pergunta: Quanto mede o lado do quadrado?

Obs: Mostrar todas as construgoes geométricas.

ly
%

4l

lo
ITA 1988, Questao 1: Solugao - (C) 48 mm.
Construcgao: (i) Determine a média geométrica ¢4 de 1 = @pG ely =1,
Justificativa: As dreas do hexdgono Sg e quadrado Sy sao, respectivamente,

S6 = DPeas
Sy =103
onde
e = 3l
3 = a6 = —— D6
ag — 766

de forma que

V3
Uy = ?%
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ITA 1988, Questao 2: Construir um triangulo sendo conhecidos: o lado a,
a mediana m,. e o angulo G, formado pelas medianas m. e my. A mediana m,
mede?

me

ITA 1988, Questao 2: Solugao - (C) 65 mm.

Construcgao: (i) Trace o arco-capaz C7 do angulo G relativo & corda BC = q;
(ii) Trace o circulo Cy = C(C, 2’510), cuja intersecdo com Cj é o baricentro G;
(iii) Prolongue CG e marque o ponto M, tal que CM, = m,; (iv) Prolongue
BM, e marque o vértice A tal que BA = 2BM,; (v) Trace a mediana AM,,
onde M, é o ponto médio de BC.

Justificativa: O baricentro G, o encontro das medianas de um triangulo, dista
% do vértice C' e deve pertencer ao arco-capaz de G relativo ao lado BC.
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ITA 1988, Questao 4: Determinar dois pontos fixos P e ) por onde pas-
sam todas as circunferéncias ortogonais as circunferéncias de centros O e O’.
Pergunta: Quanto mede a distancia PQ?

ITA 1988, Questao 4: Solugao - (D) 67 mm.

Construgao: (i) Trace o triangulo retangulo de catetos D = OO’ e R, de-
terminando a hipotenusa z; = v/ D? + R?; (ii) Trace o triangulo retangulo de
hipotenusa 1 e cateto R/, determinando o outro cateto o = vV D? + R2 — R'?;
(iii) Determine a quarta proporcional D : % = x5 : d e marque o ponto E entre
O e O e tal que OF = d; (iv) Trace por E uma tangente, de comprimento Tp,
a C1; (v) Trace Cy = C(F,Tp), cujas intersegoes com a reta suporte de OO’
sao os pontos P e @) tais que PQ = 2Tj.
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Justificativa: O eixo radical r dos circulos C7 e C] é o lugar geométrico
dos pontos com mesma poténcia relativa aos dois circulos. Logo, o eixo 7
é também o lugar geométrico dos pontos cujas tangentes a C; e C] tém os
mesmos comprimentos. O raio de um circulo C, ortogonal a Cy ¢ igual ao
comprimento da tangente a Cy pelo centro de C,. Logo, o eixo r é também
o lugar geométrico dos centros dos circulos simultaneamente ortogonais aos
circulos C; e C1 ([5], pp. 208-209).

Gy

ITA 1988, Questao 4: Analise.

Seja o ponto E, intersecao do eixo r com o segmento OO’, e sejam as
distancias d = OF, d = EO’ e D = OO'’. Desta forma,

{ d+d =D d = DHE=R®
=

2 P2 _ g2 pr _ D2{R2_R?

>~ R>=d”-R { = DR

0 que permite determinar a posicao do ponto F e do eixo radical r.

Seja S um ponto do eixo radical r tal que ES = h e seja T}, o comprimento
da tangente por S a C;. Situando a origem de eixos cartesianos em F, com o
eixo z ao longo da reta suporte de OO’ e o eixo y ao longo do eixo radical r,
a equacao geral do circulo de centro em S e ortogonal a C é dada por

2>+ (y—h):=T7

Fazendo y = 0, ou seja, obtendo as intersecoes deste circulo com a reta suporte
do segmento OO, tem-se x? = (17 —h?) = (d? — R?) que é constante para todo
ponto S em r. Logo, estas intersecoes sao os pontos fixos P e () desejados. Em
particular, se Ty é o comprimento da tangente por £ a C1, entdao PE = EQ =
Ty, de forma que PQ = 271y.
sln: Este é, no meu entender, um dos problemas de aspectos geométricos mais
interessantes deste volume.
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ITA 1988, Questao 5: O segmento AB pertence a um pentagono estrelado.
Quanto mede o segmento AC? Escala: 1:25.

Obs: O desenho do pentagono estrelado abaixo é apenas uma demonstracao
do que se pede, nao possuindo valor numérico.

AC

AB

ITA 1988, Questao 5: Solugao - (D) 293,25.

Construgao: (i) Trace a quarta proporcional AB : AC = AB : AC, onde os
segmentos AB e AC pertencem ao desenho do pentdgono estrelado acima.
Justificativa: O esboco do pentdgono estrelado dado transforma o problema
na determinacao de uma simples quarta proporcional.
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ITA 1988, Questao 8: Sao dados: A circunferéncia de centro O, o ponto O’
e o segmento RS, que é o perimetro de uma circunferéncia cujo centro é O’.
Trace a circunferéncia de centro O’ e determine os centros de homotetia das
duas circunferéncias. Pergunta: Quanto mede a distancia entre os centros de
homotetias direta e inversa das duas circunferéncias?

R 14 S

ITA 1988, Questao 8: Solugao - (D) 18 mm.
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Construgao: (i) Construa a circunferéncia de centro O’ e comprimento RS
([2], Exercicio 4.4); (ii) Determine a quarta proporcional (r—r") : OO" = r : x,
e marque o centro C de homotetia direta, externo a OO’ e mais préximo de O’,
tal que OC = xq; (iii) Determine a quarta proporcional (r+1') : OO' = r : x9,
e marque o centro C’ de homotetia inversa, entre O e O', tal que OC’ = xs.
Justificativa: Do enunciado,

RS(V3 - V2)

RS =21’ = 2(V3+V2)r' =1’ ~ 5

O centro C da homotetia direta estd fora do segmento OO’, mais préximo
de O, tal que CO’' =z} e CO = 1. Este ponto C mapeia O em O’ e ainda o
ponto Py em P’, indicados na figura-solucao, de forma que

/
CO - CO' =00’ z1 — 21 = 00 x =997
CO _ CPy = L — oo = 2 — 00
co’ — CP v 1= Tyt

J4 o centro C’ da homotetia inversa est4 entre O e O’, também mais préximo
de O/, tal que OC’ = 25 e C'O’ = 2. Este ponto C’ mapeia O em O’ e ainda
o ponto P; em P’, indicados na figura-solucao, de forma que

’
C'0 +C'0' = 00! 9 + zh = 00’ zy = 997
c'o _ C'P; = Ty _ xotT = ! _ 00!
cOT — 0P :E'z $/2+T/ Lo = r+r’
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ITA 1993, Questao 22: Dadas as retas a, b e ¢, tracar uma circunferéncia que
seja interceptada por estas retas, segundo arcos de amplitudes respectivamente
iguais a 90°, 135° e 75°. Pergunta: Qual a diferenca entre a soma das cordas
definidas pelas retas nos arcos de amplitudes 90° e 75° e a corda correspondente
ao arco de 135°.

ITA 1993, Questao 22: Determinando o ponto P (baseado em
solucao de [8]).
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Construgao (baseada em solucao de [8]): Seja p;; a intersegao das retas
i e j. (i) Dado um diametro AB qualquer, determine as cordas ¢1, {2 e (3
relativas aos angulos centrais 90°, 135° e 75°, respectivamente; (ii) Trace as
retas r, paralela a a a uma distancia f;, s, paralela a b a uma distancia fo,
e t, paralela a ¢ a uma distancia ¢3; (iii) Trace as retas z, determinada pelos
pontos puy € prs, € Yy, determinada pelos pontos py. € pst, cuja intersecao é o
ponto P = p,,, centro da circunferéncia desejada; (iv) Trace a perpendicular a
a por P e marque o angulo de 45° relativo a esta perpendicular, determinando
o ponto Q sobre a; (v) Trace o circulo Cy = (P, PQ), determinando as cordas
c1, ¢y e cg sobre a, b e ¢, respectivamente.

Q\Cl/
b C1 C3

Co

ITA 1993, Questao 22: Solugao - (A) 33 mm.

Justificativa: O lugar geométrico dos pontos cuja razao das distancias a duas
retas concorrentes é constante é uma reta que passa pelo ponto de intersecao
das retas dadas. Assim, o lugar geométrico é completamente determinado por
um ponto qualquer, que nao o de intersecao, que satisfaz a condicao dada.

As distancias d, dp e d. do ponto P as retas a, b e ¢, respectivamente, sao

. o o . .
tais que x : f:lLZ = 02256?50 ey: % == gg:go, o que permite determinar P.
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ITA 1993, Questao 23: O segmento AB corresponde a soma de um lado
de um quadrado com um lado de outro. A soma das dreas dos quadrados é
equivalente & area de um circulo de raio R dado. Pergunta: Quanto medem
aproximadamente os lados dos quadrados?

AB

X3

ITA 1993, Questao 23: Solugao - (D) 40 mm e 15 mm.

Construgao: (i) Retifique a semi-circunferéncia de raio R, determinando o
comprimento xz; = 7wR; (ii) Determine a média geométrica zo = /2R.x1; (iii)
Construa o tridngulo retangulo de hipotenusa xs e cateto AB, determinando
o outro cateto x3 = v2rR2 — ABZ; (iv) Determine (1 o = 423,
Justificativa: Do enunciado,

¢,+0¢y = AB AB+271R2—AB2
' = 20°—2AB+AB?>-7R’>=0=/( = mh
3 +103 = TR? 2
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ITA 1993, Questao 24: Os pontos A, B e C' sao vértices de um triangulo
ABC'. Determinar dois segmentos de tal forma que o produto destes segmen-
tos seja igual ao produto dos lados b e c. Um dos segmentos é tangente a
circunferéncia circunscrita ao tridngulo no vértice A. Pergunta: Quanto mede
a soma dos segmentos pedidos, considerando os dados na escala 1 : 507

sln: O enunciado do problema nao determina o comprimento da tangente no
vértice A. Desta forma, a questdo deve ser anulada. Considerando que este
segmento tangente é limitado pela reta suporte do lado BC', tem-se a solugao
a seguir.

ITA 1993, Questao 24 (modificada): Solugao - (C) 4,55 m.

Construgao: (i) Trace a circunferéncia Cy circunscrita ao triangulo AABC
([2], Exercicio 1.3); (ii) Trace a tangente a circunferéncia C; no vértice A,
cuja intersegao com o prolongamento do lado BC' determina o ponto T’ (iii)
Determine a quarta proporcional AT : b= c: x1.

Justificativa: A construgao acima segue diretamente do enunciado da versao
modificada do problema.
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6 Solucoes do IME

IME 1964/1965, Questao 1, Item 1 [valor 1,0]: Dada uma circunferéncia
de 5 cm de raio, tragar 5 outras circunferéncias internas tangentes a ela e
tangentes entre si, duas a duas.

ol

"

XY

IME 1964/1965, Questao 1, Item 1: Solugao.

Construgao: (i) Construa o pentdgono regular V3 V5oV3V, Vs inscrito na circun-
feréncia de centro O e raio R = 5 cm ([2], Exercicio 2.25), determinando o lado

s = R\/102—2\/5,

; (ii) Determine a quarta proporcional (R + %”) 'R = %” T,
(iii) Marque, para cada vértice V; do pentdgono regular, a distancia V;V/ = r,
com V/ entre O e V;; (iv) Trace as circunferéncias desejadas C; = C(V/,r), para
1=1,2,3,4,5.

Justificativa: A circunferéncia C; pode ser obtida a partir da circunferéncia
c, =Cc(, %) por uma homotetia de centro O e razao k = ﬁ, que mapeia

o ponto V{" da figura-solugao no ponto V; e determina r = %”k.
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IME 1965/1966, Questao 1, Item (a): Construir um triangulo retangulo
sendo dados a hipotenusa = 9 cm e a soma dos catetos = 12 cm.

A/

B ./45° C

IME 1965/1966, Questao 1, Item (a): Solugao.

Construcgao: (i) Trace o arco-capaz C; do angulo de 45° relativo & hipotenusa
BC =9 cm; (ii) Trace o circulo Cy = C(C, 12 c¢m), cuja intersecao com Cj sdo
os pontos A’; (iii) Trace o arco-capaz C3 do angulo de 90° relativo & hipotenusa
BC, cuja intersegao com os segmentos C'A’ é o vértice A.

Justificativa: Da constru¢ao acima, BA 1 A'C e BA'A = 45°. Logo,
A'BA = 45° e entdio BA = AA', de forma que (BA+ AC) = (AA' + AC) =
A'C =12 cm, como desejado.
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IME 1965/1966, Questao 1, Item (c): Retificar a terca parte do arco AB
dado.

B
IME 1965/1966, Questao 1, Item (c): Solugao.

Construcao: (i) Retifique o arco dado usando, por exemplo, o método de
d’Ocagne ([1], pp. 63-65); (ii) Divida o arco retificado em trés partes iguais.
Justificativa: A construgdo me parece auto-explicativa. De qualquer forma,
o método de d’Ocagne é propicio para a triseccdo do arco retificado.

IME 1965/1966, Questao 1, Item (d): Tracar as circunferéncias tangentes
areta M N dada e tangentes a circunferéncia O, num ponto 7' dado sobre esta.

Construcgao: (i) Trace a perpendicular a OT, cuja interse¢ao com a reta M N
determina o ponto P; (ii) Trace o circulo C; = C(P, PT), cujas intersegoes
com a reta M N determinam os pontos P; e Py; (iii) Trace as mediatrizes das
retas TPy e TPy, cujas respectivas intersecoes com o prolongamento da reta
OT sao os pontos O; e Og; (iv) Trace os circulos desejados Co = C(O1,01T) e
03 = C(OQ, 02T>

Justificativa: A reta PT ¢é tangente comum aos circulos desejados. Logo,
os centros O e Oy destes circulos sao tais que O1T L PT e OT 1 PT, de
forma que O1 e O3 estao sobre a reta suporte de OT. Além disto, as outras
tangentes por P a estes circulos sdo tais que PP, = PP, = PT, com P; e
P, sobre M N como desejado no enunciado. Assim, os centros O1 e Os estao,
respectivamente, sobre as mediatriz das cordas TP, e T Ps.

104



IME 1965/1966, Questao 1, Item (d): Solugao.
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IME 1965/1966, Questao 2, Item A: Os vértices de um trapézio sao
os pontos de contatos das tangentes comuns exteriores a duas circunferéncias
tangentes entre si, cujos centros estao afastados de 7 cm, sendo 9 cm o diametro
de uma delas. Pedem-se:

(a) Desenhar o trapézio.

(b) Determinar o hexdgono regular cuja drea seja equivalente a do trapézio.

A
B
Cy
Q {0,
Cs ¢

D
IME 1967/1966, Questao 2, Item A(a): Solugao.

Construcao (item (a)): (i) Marque 0102 = 7 cm e trace C; = C(O1,11) e
Cy = C(O2,12), com 11 = 4,5 cm e 9 = 2,5 cm; (ii) Trace C3 = C(0O,00y),
onde o ponto O é médio de 0103; (iii) Trace Cy = C(Oq,r), com r = 2 cm,
cujas intersegoes com Cs determinam os angulos +6 dos segmentos O1 A, 09 B,
02C e 01D que definem o trapézio ABCD desejado.

Justificativa: Seja T a intersecao, sobre O1A, de C3 e Cy. Como o triangulo
AO1T Oy esté inscrito na semi-circunferéncia Cs, entao O1T L T'O3. Como
AB || TOqg, pois TA = O2B = ry e TA || O3B, entao O1A L AB, como
desejado. Um raciocinio andlogo verifica que O2B 1. AB, O1D 1. DC e O,C L
DC.
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IME 1967/1966, Questao 2, Item A(b): Solugao.

Construcao (item (b)): (i) Seja o trapézio ABCD determinado no item
anterior, de altura h e base média b; (iii) Construa um triangulo equildtero de

lado h cuja altura é H = hT‘/g; (iv) Determine a grandeza ¢ = %E%; (v)

Trace circunferéncia de raio ¢ e trace hexagono inscrito de lado também £g.
Justificativa: A equivaléncia das dreas Sy do trapézio, de base média b e
altura h, e Sy do hexdgono, de semi-perimetro pg, apétema ag e lado g, é
obtida para

{ St = bh 2h/3

= lg =
SH = peas = 356%
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IME 1967/1968, Questao 1, Item 1 [valor 0,5]: Pelo ponto P, tracar uma
reta que passe pelo ponto de concorréncia das retas M e N que nao podem ser
prolongadas.

Py
PM/
M/
PM” .
P M/I
N//
PN// ¢

v—*’
PN/

Py

IME 1967/1968, Questao 1, Item 1: Solugao.
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Construgao: (i) Trace por P as perpendicular as retas M e N, cujas in-
tersecoes com estas mesmas retas determinam, respectivamente, os pontos Py
e Py; (ii) Trace as mediatrizes M’ de PPy e N’ de PPy, cuja intersegao é o
ponto P’ (que nao cabe na folha de resposta); (iii) Sejam Py e Py as projegoes
de P em M’ e N’, respectivamente. Trace as mediatrizes M" de PPy e N”
de PPy, cuja intersecao é o ponto P”; (iv) Trace a reta PP" desejada.
Justificativa: Seja Q o ponto de intersecio das retas M e N. Como PPyQ =
P.F;NQ = 90°, entao o quadrilatero PPy Pny(@ é inscritivel num circulo, de
diametro P(Q, que é também o circulo circunscrito ao triangulo AP PPy,
cujo centro é determinado pela intersecao das mediatrizes M’ de PPy e N’
de PPy. No caso, esta interse¢cdo é indeterminada. Assim, devemos repetir
o procedimento usando as retas M’ e N’ em substituicao as retas M e N,
respectivamente.

IME 1967/1968, Questao 1, Item 2 [valor 0,5]: Do ponto C' como centro,
tracar uma circunferéncia que corte os lados do angulo BAD, de modo que a
corda obtida seja paralela a reta M.

Construgao: (i) Trace a mediana AA,,, onde A,, é o ponto médio de M; Mo,
que sao as intersecdo da reta M com os lados AB e AD, respectivamente;
(ii) Trace pelo ponto C' uma perpendicular a reta M, cuja intersegao com a
mediana AA,, é o ponto Pj; (iii) Trace por P; uma paralela a reta M, cujas
intersegoes com os lados AB e AD sdo os pontos B’ e D’; respectivamente; (iv)
Trace a circunferéncia desejada C; = C(C,CB’).

Justificativa: Da construcao acima, tem-se B'D’ || My Ms. Assim, pela se-
melhanca dos triangulos AAB'D’ e AAM;Ms, como A,, é médio de MMy,
entao P; é médio de B’D’. Além disto, como CP; L. M, entao CP, L. B'D’, de
forma que C'P; é mediatriz de B'D’. Logo, B’ e D’ pertencem a uma mesma
circunferéncia de centro C.
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IME 1967/1968, Questao 1, Item 2: Solugao.
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IME 1967/1968, Questao 1, Item 3 [valor 1,0]: O segmento de reta AE
representa a soma da diagonal e do lado de um quadrado. Pede-se construir o
quadrado.

A

IME 1967/1968, Questao 1, Item 3: Solugao.

Construgao: (i) Determine £ = (AEV/2 — AE); (ii) Trace o quadrado de lado
L.
Justificativa: Do enunciado,

AE=0N2+0=1=AEW2-1)
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IME 1967/1968, Questao 1, Item 4 [valor 1,0]: Construir um quadrado,
equivalente a um circulo cuja area é a soma das areas de dois circulos de raios

3e2cm.

2 ¢m T

* 3 cm d /

. . . .

r r r

IME 1967/1968, Questao 1, Item 4: Solucgao.
Construgao: (i) Trace um tridngulo retangulo de catetos 3 e 2 cm, deter-
minando a hipotenusa r = /32 4+ 22 cm; (ii) Retifique o semi-circulo de raio
r, determinando a distancia d ~ 7r cm; (iii) Determine a média geométrica

¢ = /dr =~ Var? cm?; (iv) Trace o quadrado de lado /.
Justificativa: Sendo r = v/3%2 + 22 cm, tem-se

P =nr?=0=/rrr
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IME 1968/1969, Questao 1, Item 1 [valor 1,0]: Dados os trés pontos A,
B e C, passar por A e B uma circunferéncia tal que a tangente tirada por C
tenha um comprimento de 5 cm.

B

/

N

T ——

C MC'
IME 1968/1969, Questao 1, Item 1: Solugao.

2
2
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Construgao: (i) Determine a projecao C’ de C sobre a mediatriz m de AB; (ii)
Trace o triangulo retangulo de hipotenusa C'C’ e cateto de 5 cm, determinando
o outro cateto x1; (iii) Trace o tridngulo retangulo de hipotenusa BC’ e cateto
x1, determinando o outro cateto xa; (iv) Determine a quarta proporcional
MC'": xy = % : x3, onde M é o ponto médio de AB; (v) Trace a circunferéncia
desejada C1 = C(0,0A), com O entre M e C' é tal que OC’ = z3.

Justificativa: Como a tangente por C' mede 5 cm, tem-se

524+ R2=0C%*=0C"%+0CC? = R> =0C"” + (CC™? - 5%) = 0C" + 12
Além disto, do triangulo retangulo AOM B, tem-se

OM? + MB? = (MC' —0OC")? + MB? = R?
de modo que

00" — (MC” + MB?) — 22 _ BC"™? — 22 _ 3
2MC' 2MC' 2MC’
IME 1968/1969, Questao 1, Item 2 [valor 1,0]: No triangulo isdsceles
ABC, inscrever um retangulo cujo perimetro seja duplo do perimetro do tridngulo

isdsceles que fica na parte superior do retangulo.

R S C

[y

IME 1968/1969, Questao 1, Item 2: Solugao.
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Construgao: (i) Determine a quarta proporcional # th=/{:y,onde {e
h sao o lado e a altura do tridngulo isdsceles, respectivamente; (ii) Trace uma
paralela a base do tridngulo a uma distancia y da mesma, cujas intersecoes com
o triangulo determinam os vértices P e Q; (iii) Trace por A e B perpendiculares
a base do triangulo, cujas interse¢oes com a mesma determinam os outros dois
vértices R e S do retangulo desejado.
Justificativa: Sejam x e y a base e a altura do retangulo desejado, respec-
tivamente. Seja z o lado do tridngulo isésceles, de perimetro (2p)r, acima do
retangulo desejado, de perimetro (2p)g. Por semelhanca de triangulos e para
que (2p)g = 2(2p)r, tém-se

{ % = hiy =y = ﬂ

2 +2y =22z +x) h+2¢

IME 1968/1969, Questao 1, Item 3 [valor 1,0]: Pelo ponto comum S
dividir o tridngulo ABC' em trés areas iguais.

A

C’ C 121/ /i// B
IME 1968/1969, Questao 1, Item 3: Solucgao.

Construgao: (i) Trace por A uma paralela a SC, determinando o ponto C’
sobre o prolongamento de BC' (ii) Divida BC’ em trés partes iguais, determi-
nando os pontos A’ e A”, que devem ser unidos a S.

Justificativa: Como AC’ || SC, as alturas de A e C’ em relagdo a SC sdo
iguais. Assim, as dreas dos triangulos AAC'S e AC'C'S, que possuem a mesma
base C'S, sao iguais, fazendo com que as dreas dos triangulos AACB e ASC'B
sejam iguais. Dividindo a base C’B em trés partes iguais, dividimos o tridngulo
ASC'B, e conseqlientemente o triAngulo AAC B, em trés partes iguais.
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IME 1969/1970, Questao 1, Item 2 [valor 1,0]: Os pontos O; e Oz sdo o0s
centros de duas circunferéncias de raios 2 cm e 1 cm respectivamente. Ache um
ponto tal que as tangentes mais inclinadas, tragadas as circunferéncias, sejam
iguais e formem um angulo de 100°.

IME 1969/1970, Questao 1, Item 2.

Construcao (Algébrica): (i) Determine x; = (r; — r2) sen 50° = 73 sen 50°
e xo = (r1 + 1r2) cos 50° = 3rg cos 50°; (ii) Construa o triangulo retangulo de
hipotenusa D e cateto x;, determinando o outro cateto xg; (iii) Construa o
triangulo retangulo de cateto % e angulo adjacente 40°, determinando a
hipotenusa T'; (iv) Construa o triangulo retangulo de catetos 1" e r1, deter-
minando a hipotenusa dj; (v) Construa o tridngulo retangulo de catetos T
e ro, determinando a hipotenusa dy; (vi) Trace os circulos C; = (O1,d;) e
Cy = (O2,d2), cuja intersegao é o ponto P desejado.

116



IME 1969/1970, Questao 1, Item 2: Andlise algébrica.

Justificativa (Algébrica): Sejam P a solugao do problema, T e T, os pontos
de tangéncia por P aos circulos de centros O1 e Os, respectivamente. Sejam
as distancias D = 0109, T' = PTy = P15y, di = PO; e do = PO,. Justapondo
os triangulos APO1T1 e APO>T5, tém-se, pela lei dos cossenos, que

(Tl + 7“2)2 = d% + d% — 2d1dy COS(91 + 92)
D? = d% + d% — 2d1ds COS(lOOO — (91 + 92))
Da primeira equagao,
r2 4 2rrg + 13 = (T? 4+ 13) + (T? 4+ 12) — 2d1dy cos(61 + 65)

de modo que

T2—T1T2 (TQ—T1T2)2 T(Tl +7’2)
=12 o sen (01462) = [/1— =
d1d2 sen< 1+ 2) \/ (T2+T%)(T2+T%) dldg

cos(b1+02) =

Com isto, da segunda equacao do sistema acima, tem-se
D? = d2 + d3 — 2dydy [cos(fy + 02) cos 100° + sen (61 + 63) sen 100°]
= d} +d} — 2 [(T? = 1179) cos 100° + T(ry + 75) sen 100°]
de modo que o comprimento T das tangentes por P é solucao de
272 (1—cos 100°) — 2T (11 +75) sen 100°+ (73 413 4-2r 79 cos 100°) —D?* = 0
Assim,

2(r1+72) sen 100°+vA _ 4(r1+72)sen 50° cos 50°4++vA
4(1 — cos 100°) B 8 sen250°

T —
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pois sen 100° = 2sen 50° cos 50° e (1 — cos 100°) = 2sen®50°, com

A = 4(r1473)? sen?100° —8(1 —cos 100°) (1 413 + 21173 cos 100° — D?)
= 4(ry +12)? — 4(r1 + 12)? cos? 100° — 8(r% 4 r2) — 167175 cos 100°
+8(r? 4 72) cos 100° + 167175 cos® 100° + 8D?(1 — cos 100°)
= —4(r1—12)?+8(r1 —12)? cos 100° —4(ry —r3)? cos? 100°+8D?(1—cos 100°)
—4(r1 — 12)*(1 — cos 100°)? + 8D?(1—cos 100°)
= 16sen?50°[—(r1 — 72)? sen®50° + D?]

Logo,

(r1+72) cos 50°4/—(r1 — r2)? sen?50° + D?
2sen 50°

T:
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IME 1969/1970, Questao 1, Item 3 [valor 0,5]: Os pontos M, N, P,
@ e R sdo os pontos médios dos lados de um pentdgono qualquer. Ache o
pentagono.

Construgao I: Ver [2], Exercicio 5.59.

S

S3
IME 1969/1970, Questao 1, Item 3: Solugao II [6].

Construgao II [6]: (i) Reflita um ponto S; qualquer pelos pontos M, N,
P, @ e R dados, gerando os pontos Sy, S3, Sy, S5 e Sg, em seqiiéncia; (ii)
Determine o vértice A, ponto médio de S;Sg; (iii) Reflita o ponto A pelos
pontos M, N, P, Q e R dados, gerando os demais vértices B, C, D e E do
pentagono desejado.

Justificativa II [6]: Os pontos S2 e B sao simétricos de S; e A, respectiva-
mente, em relagao ao ponto M. Logo, o segmento S9B é paralelo e de mesmo
tamanho que o segmento S1A. Estendendo o raciocinio, o mesmo pode ser
concluido para todos os segmentos S1 A, So B, S3C, S4D, SsE e SgA, de modo
que o vértice A é ponto médio de S1.5.
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IME 1970/1971, Questao 1, Item 1 [valor 0,5]: Dado o tridngulo ABC,
ache no seu interior um ponto tal que a soma das distancias aos trés vértices
seja minima.

IME 1970/1971, Questao 1, Item 1: Solugao.

Construgao: (i) Trace os arcos-capazes do angulo de 120° relativos a cada
lado do triangulo dado, cuja intersecao é o ponto P desejado.

Justificativa: Ver [7], pp. 430-434.

sln: Este ponto é chamado de ponto de Fermat, que foi quem primeiro teria
proposto tal problema. Em [7], porém, este problema é atribuido a Steiner.
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IME 1970/1971, Questao 1, Item 2 [valor 1,0]: As retas M, N e P sdo
as mediatrizes de um triangulo. O ponto S esta sobre um dos lados. Construa
o triangulo.

C
IME 1970/1971, Questao 1, Item 2: Solugao.
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Construgao: (i) Prolongue as mediatrizes M, N e P, cuja intersegao é o
circuncentro O do triangulo desejado; (ii) Trace uma reta perpendicular qual-
quer para cada mediatriz dada, cujas intersecoes duas-a-duas determinam o
triangulo auxiliar AA’B’C’; (iii) Determine o circuncentro O’ do triangulo
AA'B'C’, ponto de encontro de suas mediatrizes ([2], Exercicio 1.3); (iv) Apli-
que uma translacado O’O no triangulo AA’B'C’, determinando o tridngulo
AA"B"C", cujo circuncentro é O; (v) Trace o segmento OS, cuja intersegao
com o triangulo AA”B"C” é o ponto S”; (vi) Aplique uma homotetia, de cen-
tro O e razao %, no triangulo AA” B”C”, determinando o triangulo desejado
AABC.

Justificativa: Os lados dos triangulos AA'B'C" e AABC sao ortogonais as
respectivas mediatrizes M, N e P dadas. Assim, os triangulos AA” B”C" (ob-
tido pela translagdo O’O do tridngulo AA’B’'C") e AABC possuem 0s mesmos
angulos internos, os respectivos lados paralelos e o mesmo circuncentro O.
Logo, o triangulo AABC pode ser obtido por uma transformacao de homote-
tia, de centro O, do triangulo AA” B”"C”. A razao de homotetia é determinada
para que o ponto S pertenca ao triangulo AABC desejado.
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IME 1970/1971, Questao 1, Item 3 [valor 1,0]: Construa um trapézio
retangulo que satisfaca as seguintes condicoes:

(i) Altura igual a diferenca das alturas dos trapézios ABCD e EFGH.

(i) Area igual A diferenca das dreas dos trapézios ABCD e EFGH.

L1
! B]‘
_ . by
b >
ho
h
B C hy
/ AR
Bl hl ! v
F G
62 hg
A D E H
IME 1970/1971, Questao 1, Item 3: Solugao.
Construgao: (i) Determine a quarta proporcional h : by = hy : xy; (ii)

Determine a quarta proporcional h : by = hy : z; (iii) Trace um trapézio de
altura h = (hy — hz) e base média b = (z1 — z2).
Justificativa: Pela relacao das areas, tem-se

hb  hiby  hob — by — hab

hb _ haby _ hoby g by = haby

2 2 2 h1 — ho

sln: Existem infinitas solucoes que satisfazem as condigoes do problema.
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IME 1971/1972, Questao 6 [valor 1,0]: Um feixe de circulos F' é dado por:
um circulo de centro O, com dois centimetros de raio; eixo radical e, distante
quatro centimetros de O e comum a todos os circulos de F. Pedem-se:
(a) Construir o menor circulo que seja ortogonal a todos os circulos de F.
(b) Construir um circulo de F' tangente a uma reta r perpendicular ao eixo
radical e e distante seis centimetros de O.
Construcao (item (a)): (i) Trace o circulo C; = C(P,2v/3), onde P ¢ a
intersecao do eixo radical e com a reta t suporte dos centros dos circulos de F’;
Justificativa (item (a)): Os centros dos circulos do feixe F' estao todos
sobre a reta t passando pelo ponto O e ortogonal ao eixo radical e. Seja P a
intersecao do eixo radical e com esta reta t. O eixo radical é o lugar geométrico
dos centros dos circulos ortogonais aos circulos do feixe F.
Seja um circulo C, de raio r; e centro O; sobre e, ortogonal aos circulos
do feixe F', inclusive ao circulo de centro O e raio de 2 cm. Assim,

{ 0,0? ZT%—I-QQ

=1ri=01P>+4> - 2> =0,P* + 12
0102 = 01P2 +OP?

Logo, o circulo Cy de raio minimo é tal que O = P er; = 2V/3.

Construgao (item (b)): (i) Trace o circulo Cy = C(Og,72), onde 13 = 6 cm
e Oy pertence a t e é tal que O, P = 4/3

Justificativa (item (b)): O circulo desejado deve ter raio r, = 6 cm e deve
ser ortogonal ao circulo C determinado no item anterior. Logo,

OyP? =13 417 =48 = O,P = 44/3

sln: O enunciado é dibio, ndo deixando claro quem estd a seis centimetros de
O: a reta r ou o circulo desejado. Pela problema, conclui-se que deve ser a
reta r.
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1

-+ ¢

43

P

IME 1971/1972, Questao 6: Solugao.

125




IME 1971/1972, Questao 7 [valor 1,0]: Construir um quadrildtero ins-
critivel convexo cujos lados medem AB = 3 cm, BC =5 cm, CD =5 cm e
DA =8 cm.

Ch

120°

B 5 C

IME 1971/1972, Questao 7: Solugao.

Construgao: (i) Trace o angulo B = 120° e marque AB = 3 cm e BC = 5 cm
sobre seus lados; (ii) Determine o circulo C circunscrito ao triangulo AABC
([2], Exercicio 1.3); (iii) Trace o circulo Cy = C(C,CB), cuja interse¢ao com
Cy (distinta do vértice B) é o vértice D.

Justificativa: Da Lei dos Cossenos, a diagonal AC é tal que

AC? = AB2? + BC? —2AB.BC cos B =94 25— 30cos B
AC? = DA% + CD? — 2DA.CD cos(180° — B) = 64 + 25 + 80 cos B

Logo, cos B = —% e entdo B = 120°.
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IME 1982/1983, Questao 4, Item (a) [valor 0,8]: Em um tridngulo
ABC dao-se o angulo A, o raio do circulo ex-inscrito rq (relativo ao angulo
A) e a altura h, (relativa ao lado a). Indique a construcao do triangulo ABC
e conclua daf a condigao que deve haver entre os elementos dados para que a

construcao seja possivel, isto é, para que exista o triangulo ABC, escaleno.

A
ha
Cy
B - C
12}
G Nei
\A t '
B/ _/
— Ta
hy
} - |
180° — A
vO

IME 1982/1983, Questao 4, Item (a): Solugao.

Construgao: (i) Trace o circulo C; = C(O,r,), e marque o angulo central
B'OC" = (180° — A), com B’ e C’ sobre Ci; (ii) Trace por B’ e C’, respecti-
vamente, as tangentes t; e ta a C, cuja intersegdo determina o vértice A; (iii)
Trace o circulo Cy = C(A, hy); (iv) Trace uma tangente interna comum a C
e Cy (ver [2], Exercicio 1.11), cujas interse¢oes com as tangentes ¢ e to 80 0s
vértices B e C, respectivamente.

Justificativa: Da construcio acima, B'AC’ = A e h, || 7o. Para haver solugao
escalena, deve existir a tangente comum interna a C7 e Cs. Assim, do tridngulo
AAB'O, tem-se que

A A
sen 5 = 44 hq sen 5
=1 > ———22

AO > rqy + hy 1— sen 5
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IME 1983/1984, Questao 5 [valor 0,6]: Dao-se um circulo ¢, de centro O,
e trés direcoes dq, do e d3. Inscreva em c os triangulos cujos lados AB, BC e
CA tém, respectivamente, as direcoes di, do e d3 e cujos vértices A, B e C se
sucedem no circulo ¢, no sentido do movimento dos ponteiros do reldgio.

B
IME 1983/1984, Questao 5: Solugao.

Construgao: (i) Prolongue di, d2 e d3, determinando o tridngulo auxiliar
AA'B'C', com A'B’ sobre dy, B'C' sobre dy e A'C' sobre ds; (ii) Determine
o circuncentro O’ (encontro das mediatrizes) do triangulo AA'B'C’ (ver [2],
Exercicio 1.3); (iii) Trace retas paralelas a O’A’, O'B’ e O'C’ por O, cujas
respectivas intersegoes com o circulo ¢ dado determinam os triangulos AABC
desejados.

Justificativa: Por paralelismo, AOB = A'O’'B', BOC = B'O'C' e COA =
C'O'A. Logo, uma relacao similar se aplica aos angulos inscritos nos respec-
tivos circulos circunscritos aos tridngulos, isto é, ABC = A'B'C', BCA =
B'C'A' e CAB = C'A'B’. Assim, os lados dos tridangulos AABC sio paralelos
aos lados do triangulo AA’B’C’, como desejado.
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IME 1984/1985, Questao 2, Item (a) [valor 0,5]: Em um triangulo ABC
sao dados o lado a, a soma dos outros dois lados, b+c = ¢, e a area S. Construa
o triangulo com régua e compasso.

Construgao: (i) Trace o triangulo retangulo de hipotenusa ¢ e cateto a, deter-
minando o outro cateto 1 = v/¢? — a?; (ii) Determine a terceira proporcional
2

x5 de 2¢/S e xy; (iii) Trace o tridangulo retangulo de cateto adjacente xy = ;/15
e cateto oposto 2v/S, determinando o angulo é; (iv) Trace o arco-capaz C

do angulo % relativo & corda BC' = a; (v) Trace o circulo Cy = C(C, {), cuja

intersecao com Cp determina o ponto auxiliar B’; (vi) Trace a mediatriz de
BB, cuja interse¢ao com C'B’ é o vértice A.
Justificativa: Como

S:%sen/l:bc:i
2 sen A

Além disto, da Lei dos Cossenos,

" A 1 A
a2262+02—2bcc05A:(b+c)2—2bc(1+cosA)262—@45
sen A
de forma que
YR _ 1+ cosA _ v/ (1 + cos A)2 B \/1—|—cosf1 B \/20082é _ Cotgé
2

45 sen A m \/1—cosfl \/2 SGHQé

0 que permite determinar o angulo A. Desta forma, o problema se transforma
no Exercicio 1.24 de [2], onde sdo conhecidos a, (b+ ¢) e A.

sln: Um outro desenvolvimento algébrico, bem mais elaborado, é mostrado
para este problema em [3], onde se conclui que

8S(£? — a?)

A =
AT )2+ 1652
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2V/S

Gy

B

SN
s

C

IME 1984/1985, Questao 2, Item (a): Solucgao.
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IME 1984/1985, Questao 8, Item (a) [valor 0,5]: Construa um qua-
drilatero convexo ABC D, dados: os comprimentos das diagonais AC' e BD; o
angulo de AC com BD:; os angulos adjacentes A e D.

AC BD B
A
0
/\ D
AC/BD
D
A C
0 .
[ ] Cl
A 2
A/

IME 1984 /1985, Questao 8, Item (a).

Construgao: (i) Trace AC' e marque A’ tal que AA' = BD e A’AC = 6; (ii)
Trace o arco-capaz C7 do angulo D relativo & corda AC; (iii) Trace o arco-
capaz Cy do angulo A relativo a corda AA’ = BD, cuja interse¢ao com Cp é o
vértice D; (iv) Trace por D uma reta fazendo um angulo 6 com AC' e marque
DB, determinando o vértice B.

Justificativa: No quadrildtero ABC D, o vértice D pertence ao arco-capaz
do angulo D relativo a corda AC. Além disto, da construcao acima, AA’ =
BD e AA" || BD, de forma que o quadrildtero ABDA’ é um paralelogramo.
Assim, ADA’ ¢ BAD sio angulos alternos internos a reta AD interceptando
as paralelas AB e A’D. Logo, o ponto D est4d também sobre o arco-capaz do
angulo ADA’ = BAD = A relativo & corda AA’.

sln: A chave para a solugao deste problema é dada em [1] e utilizada em [2],
Exercicios 5.21 e 5.22.

sln: Uma construcao para este problema, por incrivel que pareca, baseada em
um desenvolvimento fundamentalmente algébrico, pode ser encontrada em [3].

131



IME 1984 /1985, Questao 8, Item (b) [valor 0,5]: Sao dados dois circulos
concéntricos, Cy e Cy, de raios r1 e ry (11 > r2) e centro O. Por um ponto
A de (7 determine uma corda AD de Cy, que corta Co em B e C, tal que
AD = 3BC'. Discuta a possibilidade e o nimero de solugdes.

IME 1984/1985, Questao 8, Item (b).

Construcgao: (i) Trace o triangulo retangulo de hipotenusa r; e cateto 7o,
determinando o outro cateto z1; (ii) Determine a grandeza z = 723;1 e trace
C3 = C(A,x), cuja intersecao com C3 determina o ponto B; (iii) Prolongue
AB, cujas intersecoes com Cs e (' sao, respectivamente os pontos C e D.
Justificativa: Como AD = (AB+BC+BD) = (2AB+BC) e, pelo enunciado,
AD = 3BC, entao é desejado que AB = BC = CD = z. Desta forma, a
poténcia do ponto C relativa a C; é tal que
PotC = —x x 2z = —(ry — ro)(r1 + 12) = 222 = r3 — 13

Do triangulo AAOD,
2rf — 92%  9r3 — 5ri

2r2  4r?

(3x)2 =ri + 7% —2r? cosf = cosf =

Assim, para haver solucao,
—1<cosl<1l=ryg<rs <3ry

Em geral ha duas solugoes, determinadas pelas intersecoes de C3 e Cy. O caso
r1 = 3ry gera apenas uma solucao, didmetro de Cy por A.
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