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Esse material disponibiliza solu¢des adicionais ndo incluidas no livro ori-
ginal. Em particular, as solug8es aqui incluidas séo:

e 2016/2017: Provas Obijetiva e Discursiva.
e 2015/2016: Provas Obijetiva e Discursiva.
e 2014/2015: Provas Obijetiva e Discursiva.
e 2013/2014: Provas Obijetiva e Discursiva.
e 2012/2013: Provas Obijetiva e Discursiva.
e 2011/2012: Provas Obijetiva e Discursiva.

e 1975/1976: Prova de Algebra (obtida no Acervo da Fundag&o Biblio-
teca Nacional - Brasil)*.

e 1974/1975: Prova de Geometria.
e 1973/1974: Provas de Algebra e Geometria.
e 1072/1973: Provas de Algebra e Geometria.



1.1 Vestibular 2016/2017

1.1.1 Prova Objetiva
12 Questdo: (C) v2017 — /2016 < (21/2016) 1 < /2016 — /2015.

Observando que

VDTG — V/20T5 = WA ERRL e IO) — oS
V0T — V2016 = AR — L
(2v/2016) ! = m’
de modo que
1 1 1

< < )
V2017 + /2016 /2016 + /2016 /2016 + /2015
tem-se entdo que

V2017 — V2016 < (2v2016) ! < v/2016 — v/2015.
Questdo 02: (D)6 < k < 8.
Considerando dois casos separados:

e 7 > 0: nesse caso, devemos ter x < 12 e ainda

T < —2
22 =20 —14>3x =22 -52-14>0= (z - 7)(z+2)>0={ ou
x>7

Logo, juntando todas as condic¢des dese caso, tém-se z = {8,9, 10,11, 12}.
e 1 < 0: nesse caso, devemos ter z < 12 e ainda
22 -2 —14<3x =2 -5x-14<0=(z-T)(2+2)<0=>-2<z<T.

Logo, juntando todas as condigbes desse caso, tem-se z = {—1}.

Assim, considerando ambos os casos, ha exatamente k£ = (5 + 1) = 6 solu-
¢Oes inteiras.



Questdo 03: (C) |Z:| < 2|Z,|.
Denotando Z; = a + bi € Z> = ci, do enunciado, tém-se

|(a+0bi) —ci|=+v/a2+(b—c)2=lc| = a®>+(b—-c)?=c

= b2 —2bc+a?=0,

de modo que
b 2¢ + v4c? — 4a? iAo
2
e ainda

|Z1] = Va? + b% = V2be = \/ZCQiZC\/CQ — a2 < V/2¢2 + 262 = 2|c| = 2| Zy.

Questdo 04: (E) w/24.
O termo T independente do bindmio é dado por

252 sen’4 = 03

1
T = ( 50> sen®2f cos® 23 = 55 556

de modo que devemos ter

:>6:1.

1 1
5 = — = — =
sen’43 = D) = sen4f 5 =40 54

v

6
x 23

Questéo 05: (B) 52"

Da relag&o trigonométrica fundamental, tém-se

1 = (sen’a + cos? a)? = sena + 2sen’a cos? a 4 cos® a

e

3 6

1 = (sen’a + cos® a)® = sen®a + 3sen*a cos® a + 3sen?a cos® a + cos® a,
de modo que a expressao E do enunciado € igual a

23
227

1 — 2sen®a cos? a 1-—

E = =
1 —3sen?acos? asen?a +cos?a) 1 —



Questéo 06: (D) 3.
Do enunciado,

det(A — 1)? = det?(A— 1) =16

0 a —2
=det(A-I)=|a-2 0 1 |=2a+6(a—2)=244
2 -3 0
1244
= a= 3 =1ou?2.

1
Questdo 07: (A) 3"

Denotando z = yz °83 3%, a equacdo do enunciado torna-se
1+yT+24 1+5
2 2

Como y > 0, a solugdo = = —2 é espuria, de modo que z = yz 10833V = 3 e
assim, tomando o logaritmo na base 3 dessa expressao, tém-se

r=2>—-6=1= = —2o0u3d.

1 1
B logy 3y (logs y) = logz 3 = 5(1 +logz y)(loggy) = 1
= log§y+1og3y—2:0
-1+v1+8 —1+£3
2 2

Logo, o produto P das raizes reais da equacdo do enunciado é dado por
P=3231=1
3

= —2o0ul.

= logsy =

Quest&o 08: (B) (1008, 1009].

Por uma andlise gréfica, é simples perceber que o minimo de uma funcéo
da forma (|z — a| + |« — b]), com a < b, ocorre para todo intervalo a < z < b.
Escrevendo f(z) da forma

1008
f@) = |z —1009] + > [lz — i + |z — (i + 1009)|],
=1
é simples constatar que z = 1009 minimiza todas as parcelas de f(z), de
modo que o minimo dessa fun¢éo é dado por

1008
1008 + 1)1008
£(1009) =\ [0+2 ) (1009 — i) = \/Q% = /1009 x 1008,

i=1

e assim 1008 < min[f(z)] < 1009.



Questdo 09: (B) 235.
Da terceira equacédo do sistema, tem-se

d(zy+yz+xz) = xyz.
Assim,
z+y+2)? = (22 +y2+22)+2(ay+yz+az) = 7> =25+ i = xyz = 48,
2

e ainda
(@ +y?+2%) (wty+2) = (@ +9°+2°) + (2Py+a’ s+ y’ety’z + 2224 2%)
(w+y+2)% = (23 +9y3+23)+3(22y+ 2?2 +y2r+y22+ 220+ 2%y) + 62y 2
N (23 +9y3+23)+ (2?y+ 2z +y o+ y? 2+ 220+ 2%y) = 25X 7 = 175
(23 4+12+23)+3(22y+ 22z +ylo+y2 e+ 220+ 2%y) = 73 — 6x48 = 55
de modo que

_ 175%3- 55

= 235.
2

(z® +y° + 2%)
Questdo 10: (D) 48.
Seja a configuragdo padrao 123456 que satisfaz a condi¢éo do enunciado de
gue a soma dos nimeros em quaisquer trés triangulos consecutivos deve
ser multipla de 3. Rotacionando (de 1 a 6 vezes) e/ou trocando 1 <« 4,
2 < 5 0u 3 « 6, a condigdo continua sendo vélida. Note que fazendo 2 ou
3 dessas trocas, equivale a fazer, respectivamente, 1 ou 0 troca e rotacionar
0 hexagono 3 vezes. Assim, temos 6 rotages possiveis e 23 possibilidades
de troca, totalizando 7' = 6 x 2% = 48 hexagonos distintos.

Questéo 11: (A) 1.
Do enunciado,

{ a1 +big=3

23 —bigq(qg—1)
a1 + 3r + b1¢® = 26 :

3

Assim, como by, r e ¢ sao inteiros positivos, testando para diferentes valores
de ¢ > 2, tém-se

=3r+biqlg—1)=23=r=

o ¢ =3 r = 2 que permitiria b; = 1,2,3, que ndo geram solug&o
inteira positiva para r;

o g =4y =212

positiva para r;

que permitiria b; = 1, que ndo gera solucéo inteira

e ¢ =>5:r= 22001 que permite a solugdo b; = 1er =1;
e ¢>5:r < 230 que ndo tem solugéo inteira positiva;

de modo que a Unica solucéo possivel é tal que b, = 1;



~ 26
Questdo 12: (C) —.
(baseada em solucdo de Bruno R. L. Netto)

Na figura acima, a area do pentagono ABCDE € dada por

Sapcpe = Sapc + Sacp + Sape

1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1
=—| -1 1 1 +§ 1 2 1 +§ 4 1 1
1 2 1 4 1 1 3 % 1
1
(e R )
_11
=5

seja F(xr,yr), pertencente a reta CD, tal que Sapcr = SAB% Assim,
devemos ter 3yr + xr = 7 € ainda

g g 11
1 2 1|=Z+Zlyp—2zp|=—,
) 2 4

3
Sapcr = Sapc + Sacr = 3 + 5

de modo que

1415 28+5H
I2yr — (28 — 12yF)| =5 = (vF,yr) = ( T >

14 ° 14

Como zp > 0, entdo (zp + yp) = 25523 = %,



a2
tdo 13: (A) —.
Questdo ( )25

E
A | | ] B
B
y
HA -
BN @
ZT
1 A
«
D 1 T T C
G

Na figura acima, por rotagdo AED = DHC. Logo, ADE + DHC =
ADE + AED = 90°, de modo que as retas DE e HC s&o perpendicula-
res (cuja interse¢éo denotaremos por I) e o 0 novo quadrilatero é de fato
um quadrado. Usando a nota¢éo indicada na figura, do tridngulo retangulo
AAED, tem-se

2
DE2:(m+a'+y)2:AD2+AE2:a2+(%)

_ 25a2
16

éDE:x—l—a’—i—y:%.

Assim, da semelhanca dos triangulos retangulos AADFE e AIDH, tém-se

AD ID o _ T ,
e — _ 9a
DE-DH _ ) % % _]*=%
AD ID a z _ 3z _ 9a ’
el ETi Y=% =20
AFE IH vy Y
de modo que
, _ da ~5a 3a 9 a
T TNV T TS T 0w



Questdo 14: (E) 42v/3 cm?.

o
h

2]

Sejam /; e /5 os lados das bases hexagonais do tronco de piramide, de
modo que, do enunciado

601 + 602 = 36 b1+ 0a=06
= .
6—@;/5 + 6—@;/5 — 303 2 4+ 03 =20
Logo, elevando a primeira equacdo acima ao quadrado, tém-se

02420005 + 02 =36 = 20105 = 16

8
b+ — =6
= 1+€1
= (3 —601+8=0
:>£1:76i”26_32:311

= 51 =4e 62 = 2.
Além disto, na figura acima, tem-se

T T+ h hts

2y P A

de modo que o volume V do tronco é dado por

p_ B ey BB hEE-6)  3VEO1-8) e
N 3 3 20 —4ty) 4 B '




Questdo 15: (E) 29.

Sejam ry, o € r3 as trés raizes distintas de P(z), com r; e ro divisoras
de 80. Das relag@es de Girard, tém-se

ri+rot+rs=">
rirg +rirg +ror3 =80
r1rerg = ¢

de modo que
80 — rqire
r3g =—,
1+ T2

com ri,7m2 € {80,40,20,16,10,8,5,4,2,1}. Testando para todos possiveis
valores do par (r1,72), as Unicas solugdes inteiras positivas para r3 séo

80-50 _
15
(10,5) 8020 — 5
(10,2) 80-32 _ 4
(8,4) 2
(ri,m) =< (8,1) =r3= 809—_8 =38

(5,2) 80—10
(4,2) 7=
(2,1) Bt =12

80-2 _ o

Como as raizes sao distintas, entdo, desconsiderando a ordem das raizes,
temos apenas as possibilidades

(10,5, 2,100)
(Tl,T’Q,T?,,C) - (7“1,7"2,7”3,7“17“27“3) = (472)12796)
(2,1,26,52)

Calculando o produto dos divisores positivos menores do que ¢ para cada
possivel valor de ¢, tém-se

100 : 50x25x20x 10x5x4%x2 = 10%x 1003
96 :48%x32x24x16x12x8x6x4x3x2 = 96°
52:26%x13x4x2= 522

Logo, c =52 e assimb = (r; +rq +r3) = 29.



1.1.2 Prova de Matematica

1* Questdo [Valor 1,0]: Para M = ( Z

b L .
. simétrica, do enunciado, tem-
se

a b a b\ _ [ (a®>+b*) (ab+bc) | _ (b a
(b c)(b c>_((ab+bc) (b2+62)>_f(M)_(c b)’
de modo que devemos ter

a4+ =0 +c2=0b b —b+a?>=0
blat+c)=a=c a(2b—1)=0

Analisando os dois casos da segunda equacédo separadamente, tém-se
e a = 0:logo, ¢ = a = 0 e ainda, da primeira equacdo, b=00u b = 1;
e b= 1:logo, da primeira equagdo, a? = 1, e assima = ¢ = +3.

Com isto, as possiveis matrizes M simétricas sdo:

)30

= Nl
N= N
SN—

(I T
(I T



22 Questao [Valor 1,0]: Desenvolvendo a inequacao, tem-se
3|z > 2|1 — 3z + 1.

Considerando quatro casos distintos:

e Caso 1:
x>0 x>0
1-v3z+1>0 N z <0
3r+1>0 x> -1 ’

w

3z > 2(1 — 3z + 1) 3z >2(1— 3z + 1)

que nao possui solucao real.

e Caso 2:
<0 x <0
1—V3Bz+1>0 <0 —i<z<o
= 1 = 2
3r+1>0 x> —3 9z° < 0
—3z>2(1 -3z +1) 2¢3x+1> 3z +2
gue também n&o possui solucao real.
e Caso 3:
x>0 x>0
1—-V3r+1<0 x>0 x>0
= 1 = 2
3z+1>0 x>z -3 9z° >0

3x>—-2(1-+3x+1) 3x+2>2y3x+1

cuja solugéo é z > 0.

e Caso 4:
<0 <0
1—vV3x+1<0 N x>0
3x4+1>0 x> -1 ’

—3z > —-2(1—+/3z+1) 2V3x+1>3x+2
que também nao possui solucao real.

Assim, juntando os 4 casos, a inequecao é satisfeita para todo = > 0.



3% Questao [Valor 1,0]: Fazendo a mudanca da base /3 para a base 3 de
um logaritmo, tem-se

logs Z
lo 7z =—>=— =2logs Z.
& logs V3 83

Assim, tirando o logaritmo na base 3 da segunda equacéo e denotando X =
logs x € Y = log; y, as equagdes do enunciado podem ser escritas como

{ logs(2logs ) — 2logs(logsy) =1 { logs2X —2logy Y =1
=

logsy + 1 loggz = 123 Y+ =13

~ 2X =3'=3
6Y +2X =429
Logo, substituindo a primeira equacgdo na segunda, tem-se
—6 + +/ 14 —6+72
Y246y — 429 = 0 =y — o= VIO FOIE  ZOET

6 6

Como Y > 0, para que o termo log, zlog;y = log, 5Y seja definido, entdo
Y =11 e assim

= —13 ou 11.

3y2 363 x=3%=3%
T2 2

X 5 Y 11
y=3" =3



42 Questédo [Valor 1,0]: Calculando o determinante A da matriz caracteris-
tica do sistema, tem-se

A= (m—=2m(m+1)+8m—4(m+1)+2m? —4(m+1)(m —2) —4(m + 1)
=m>—m?>—2m+8m—4m —4+2m? —4m® +4m +8 —4m —4
=m? —3m?+2m
=m(m—1)(m —2),

de modo que o sistema é determinado para m # {0,1,2}. Considerando os
demais casos separadamente, tém-se:

e m=0:

—2r+2y—z=1
2042z =2
204+ 2=3

Logo, substituindo as segunda e terceira equacdes na primeira,
—(2-22)+(B3—-2)—2=-242z24+43—-2z—2z=1,

de modo que o sistema é indeterminado para m = 0.
o m=1:

—r+2y—z2=2
20 +y+22=3
20 +4y+ 22 =4

Multiplicando a primeira equagdo por 2 e adicionando o resultado a
segunda equacéo, tem-se y = % Subtraindo a segunda equacgéo da
terceira, tem-se y = % de modo que o sistema é impossivel param =

1.
o m=2:

20—2=3
20 +2y+22=6
dxr+6y+3z=11

Multiplicando a segunda equacao por 2 e subtraindo o resultado da ter-
ceira equacao, tem-se 2y — z = —1, que € incompativel com a primeira
equacédo, de modo que o sistema € impossivel para m = 2.



52 Questao [Valor 1,0]: Do enunciado,

3 2
3 27 - 2.2 3.3 . a’ — 3ab +47:O
a’ + 3a“bi + 3ab“i® + b’ +47+CZOZ>{ 3% — P 4e—0 °
de modo que
(a® 4 47)b = 3ab® = 3a(3a?b + ¢) = 9a®b + 3ac = 3ac = (47 — 8a®)b.

Como a, b e c s&o inteiros positivos, entdo (47 —8a?) deve ser inteiro positivo,
e assim a = 1, de modo que o sistema acima é tal que

1—-32+47=0 N b? = 16 b=4
3b—b3+c=0 c=5b>—-3b c=4%-12=152



6* Questao [Valor 1,0]:

8Y

a) A equagéo da circunferéncia circunscrita C; é dada por

2 2 2 2

55 5 552 + 15

- = _ ) = AR? = %
(x 18) +(y 6) 182

que equivale a

(182 — 55)2 + (18y — 15)? = 3250.

b) Seja F' o ponto médio de BC tal que

_B+C _A+B+C 3D 9

2 2 2 = (3

F
2

3).

Note que F' pertence a reta suporte de AD, com D entre A e F e tal que
AF = %AD. Além disto, a reta suporte de EF é mediatriz de BC, de
modo que os vértices desejados B e C sdo as interse¢des da circunfe-

réncia C, com a reta perpendicular a EF por F.

A reta suporte de E'F é da forma y = %a: + 3, de modo que sua perpen-
dicular por F' é descrita por y = —Zx + 6. Substituindo esta relagdo na

2
3
equacio de C; (item (a)), tém-se

2
(18z — 55)% + [18(—§x +6) — 15] = 3250
= (182 — 55)? + (—12x + 93)* = 3250

= 32422 — 19802 + 3025 + 14422 — 2232z + 8649 = 3250

= 468(2% — 92+ 18) =0

9+ RT—4x18  9+3
- S -

=
* 2

=3 oub,

e assim B = (3,4) e C = (6,2) ou vice-versa.



7% Questao [Valor 1,0]: Da equacao do enunciado, tem-se
cosrseny + SeNnTr Cosy = —cosyseny.
Considerando que

cos3y = cos (2y + y)
= cos 2y cosy — sen2yseny
= (2cos?y — 1) cosy — (2seny cosy) seny
= 2cos®y — cosy — 2(1 — cos® y) cos y

= 4cos®y — 3cosy

sen3y = sen (2y + y)
= sen2ycosy + seny cos 2y
= (2senycosy)cosy + seny(l — 2sen?y)
= 2seny(1 — sen’y) + seny — 2sen’y

= 3seny — 4sen’y,

o valor de S é tal que

S_4 <cos3y n sen3y>

COS T senx

4 3 3
= ——(cos” ysenx + sen’y cos )
COS T sen x
4
= ———[(1 - seny) cosysenx + (1 — cos® y) sen y cos 7]
COS T sen x

= ——[(cosysenx + senycosx) — senycosy(senysenx + cosycosz)].
COS T Sen T

Usando a relagédo do enunciado duas vezes na expressao acima, tém-se

4
S = ————[—senycosy + (cosysenx + senycosx)(senysenx + cosy cos )]
COS T sen x
4
= ——[—senycosy + cosyseny (sen’z + cos?z) + (cos’y + sen’y) sen z cos x|
COS Tsen x
4
= ——(—senycosy + cosyseny + senx cosx)
COS Tsen x
4
= ——(senxcosx)
COS Tsen x

=4.



8% Questao [Valor 1,0]:

a) Ha dois casos distintos com conjunto imagem de exatamente dois ele-
mentos: (i) Trés elementos de A sdo mapeados para um mesmo ele-
mento I; e o outro elemento de A € mapeado para outro elemento I, #
I1; (i) Dois elementos de A sdo mapeados para um mesmo elemento I
e 0s outros dois elementos de A sdo mapeados para um outro elemento
I, # 1.

No primeiro caso, ha 4 possibilidades de escolha do elemento Gnico ma-
peado em I, quando entdo os trés elementos mapeados em [; ficam
automaticamente determinados. Além disto, ha 4 possibilidades de es-
colha do valor de I; e sobram 3 possibilidades para a escolha de Is.
Logo, ha 4 x4 x 3 = 48 fungdes distintas satisfazendo esse primeiro caso.

No segundo caso, ha 6 possibilidades de escolha dos dois elementos de
A mapeados em I, quando entdo os outros dois elementos mapeados
em I, ficam automaticamente determinados. Além disto, h& 4 possibilida-
des de escolha do valor de I; e sobram 3 possibilidades para a escolha
de I>. Nesse segundo caso, porém, ha uma simetria nas configuracdes
gue faz com que cada funcgédo seja contada 2 vezes. Logo, ha % =36
funcgBes distintas satisfazendo esse segundo caso.

Por tudo isto, ha 48 + 36 = 84 fung¢Bes distintas com exatamente dois
elementos nos seus respectivos conjuntos imagens.

b) Analisando o nimero de fun¢des distintas com exatamente N elementos
(N =1,2,3,4) no conjunto imagem, tém-se:

e N = 4: Nesse caso, 0 primeiro elemento de A tem 4 possibilidades
de imagem, sobrando 3 possibilidades para o segundo elemento,
2 possibilidades pro terceiro e 1 para o quarto e Ultimo elemento,
totalizando 4 x 3 x2 = 24 funcdes distintas com quatro elementos no
conjunto imagem.

Nesse caso, para que a fungdo composta seja constante, 0s quatro
elementos do conjunto imagem devem ser mapeados num Unico va-
lor J; que tem apenas 4 possibilidades. Logo, a probabilidade disto

424 4 _ 96
ocorrer e 956 956 — 216 -

e N = 3. Nesse caso, dois elementos de A sdo mapeados para um
Unico elemento I; e os dois outros elementos de A sdo mapeados
para outros dois elementos I # I; e I3 # {I1, I>}. Ha 6 possiibilida-
des de escolha para os dois elementos de A que serdo mapeados
em I, quando entdo os outros dois elementos mapeados em I, e
I3 ficam automaticamente identificados. Ha 4 possibilidades de es-
colha do valor de I, 3 possibilidades para I, e 2 possibilidades para



I3. Logo, héa 6 x4 x 3 x 2 = 144 func¢des distintas com trés elementos
no conjunto imagem.

Nesse caso, para que a funcdo composta seja constante, os trés ele-
mentos do conjunto imagem devem ser mapeados hum Unico valor
J1 que tem 4 possibilidades, e o outro elemento do conjunto imagem
pode ser mapeado para qualquer valor, também com 4 possibilida-

HH H 4 144 4x4 _ 2304
des. Logo, a probabilidade disto ocorrer € 5=z 55 = S

e N = 2: Do item (a), ha 84 fungBes distintas com exatamente dois
elementos no conjunto imagem.

Nesse caso, para que a funcdo composta seja constante, os dois
elementos do conjunto imagem devem ser mapeados num Unico
valor J; que tem 4 possibilidades, e os outros dois elementos do
conjunto imagem podem ser mapeados para quaisquer valores, to-
talizando com 16 possibilidades para esses outros dois elementos.

ili i 4 84 4x4x4 __ 5376
Logo, a probabilidade disto ocorrer € x5 5=5° = <15

e N = 1. Nesse caso, todos os elementos de A sdo mapeados para
um mesmo valor I, que possui 4 possibilidades.
Nesse caso, a funcdo composta serd sempre constante e a proba-

bilidade disto ocorrer é 54 = 1024,

Por tudo isto, a probabilidade total P da funcdo composta ser constante
é

96 2304 5376 1024 8800 275

P=5wt 5% * 5w 3% = 316~ 5088

~ 13,43%.




92 Questao [Valor 1,0]:

B D M C

(ST

Na figura acima, sejam BD =m, CD =n, AB =¢, AC =b, AD =z e
AM =y.
Pelo Teorema das Bissetrizes,

b c+b c+b

m n  m-+n a {m:m
c

Aplicando a Lei dos Cossenos nos triangulos AADB e AADC, tém-se

m? = + 22 — 2¢cx cos 3 bm? = bc? + bx? — 2bex cos 3
=
n? = b% + 22 — 2bx cos 3 en? = cb? + cx? — 2bex cos 3
de modo que, subtraindo uma equacéo da outra, tém-se
ac 2 ab 2
5 bm? —en? b(m) —C<m)
2= ———— +be=

_ b 2 2
- [ +b0—(b+6)2[(b+c) a’l.

Aplicando a Lei dos Cossenos nos triangulos AAM B e AAMC, tém-se

c? :y2+% - 2y35 cos AM B 5 20 +c?) —a?
N =Yy =
b2 =y%+ % — 2y$§ cos(180° — AM B) 4
Do enunciado, z2 = mn e y? = bc, e assim
C a2 C
Tzl +¢)? —a’] = sy (b+c)? = 24 av2(2 £ 1)
5 R = 2 a2 = b, cC= ——.
2(b°+c”)—a — be (b—C) =5 4
Hortel)-e



10 Questéo [Valor 1,0]:

T>
Seja a notagdo indicada na figura acima, onde r = \/fg_’: Rea=30°ja
gue o cone é equilatero. Com isto,
sen 30° = — VO, =2r 4R
G = 010, =2(R—7) = .
sen 30° = 5 VOy =2R V341
2
Além disto,
_ 10105 _ 2R(V3-1) _ 2r
r _ R _r+R_ ] OP=500 = ) < v
OP  OP 010, Oy P = % = 27%
de modo que
R 3 .
sen 3 = 02P77:>6760'

Logo, VI P = 90°, VPT, = 120° e ainda PT,V = PVT, = 30°, de modo
que

PTy =VPsena = %
Py =VP

VP 3(VO,+0,P) 32r+75)

T, = —
= 41tz 2 2 2

= (3—-V3)R.



1.2 Vestibular 2015/2016

1.2.1 Prova Objetiva

1* Questdo: (C) (GU(H — F))N H.

Sejam, sem perda de generalidade, F = {1,2,3,4}, G = {2,3,5,6} e H =
{3,4,6,7}. Logo, G — H = {2,5}. Além disto, analisando as op¢des dadas,
tém-se:

e GUF ={1,2,3,4,5,6} e FF—H = {1,2}, de modo que (A) = {3,4,5,6};

e GUH = {2,3,4,5,6,7} e H— F = {6,7}, de modo que (B) =
{27?’;475}'

e H-F =1{6,7},GU(H - F) ={2,3,5,6,7}, H = {1,2,5}, de modo
que (C) = {2,5}, que é a opgao correta,;

e G=1{1,4,7Ye HNF = 3,4}, de modo que (D) = {1,3,4,7};
e H=1,2,5}, HNG = {2,5} e G— F = {5,6}, de modo que (E) = {5}.

Questdo 02: (A) —2.
Das relagbes de Girard:

a=—(a+(-a)+3)=-3
b=a.(-a)+al+(-a)l=-0a,
c=—(a.(-a).i) =«

de modo que a expressao do enunciado é igual a
2

b 1
b+ tact - =-a?+a*+ (—)a+ — = 2.
c? a a?

Questdo 03: (E) 4.
Desenvolvendo a expressao dada, tem-se

3™ = n? — 14400 = n* — 120 = (n — 120)(n + 120).

Logo, os fatores (n — 120) e (n + 120), que possuem uma diferenca igual
a 240, devem ser poténcias de 3. Por inspecéo, tém-se (n — 120) = 3,
(n + 120) = 243 = 3°, de modo que n = 123, e assim 3™ = 3.3° = 35, com
m = 6. Logo, o resto r da diviso de (m +n) = 129 por 5 é r = 4.



2+3

—.
4sen%

Usando coordenadas polares, tém-se que

Questéo 04: (A)

™

cis?1 L = (ei%)%i1 = 'CF1FE = cos|(2k — 1)%] + isen[(2k — 1)36

36
de modo que o somatério S dado €é igual a

B

S = Zsen[(2kj — 1);_6]
k=1

1 15 T T
= — Z sen[(2k — 1)——=] sen —
sen zg 36 36

1 15 1 7T ™

= — 2k —2)—| — 2k)—
— > 5 {eosl(2k —2) 5] — cosl(2h) 2}

sen 55

1 0 307
= cos0 — cos —
2 sen % 36

(1 — cos 150°)

T
QSGD%

(1 + cos 30°)

s
2sen%

(2+v3)

= —.
4 sen 36

Questéo 05: (D) P(0)P(1) =0.
Seja a a raiz comum a P(z) e P(P(P(z))), de modo que P(P(P(a))) =
P(a) =0 e assim:
P(P(P(a))) = P(P(0)) =P(b) =0=b>+ab+b=0
=bb+a+1)=0
= P(0)P(1) =0.

Questdo 06: (E) ndo podem formar os lados de um triangulo.
Do enunciado, tém-se que b? = ac e ainda

20g(22) = tog () +1og(2) = (L) = Fwz B o2
%8 5c )~ B\ 4 °8\3p 5¢) a3 3 5
Substituindo essa relagdo em b? = ac, tem-se a = %" de modo que néo se
pode formar um triangulo de lados «, b € ¢ pois (¢ + b) < a.



Questdo 07: (D) (2%21).

Do triangulo de Pascal, ou da defini¢cdo de (Z) tem-se a propriedade

a n a _fa+1

b b+1) \b+1)°
Aplicando essa propriedade seguidamente, o somatério S do enunciado
simplifica-se da forma

5 2017 N 2017 N 2018 N 2019 N 2020
T\ 6 5 5 5 5

({2 (2)-2
(-
(-

()

a . (B) —
Questdo 08: ( )18

Como 2016 = 2° x 32 x 7 é mdltiplo de 12, podemos focar toda nossa analise
para m,n € {1,2,3,...,12}. Nesse caso, para cada n neste intervalo, os
valores de m tais que o produto m xn seja multiplo de 12 séo:

n=1=me {12}
n=2=me {6,12}
n=3=me {4,8,12}
n=4=me {3,6,9,12}
n=>5=me {12}
n=6=me{246,8,10,12}
n="7=me {12} ’
n=8=me{3,6,9,12}
n=9=me {4,8,12}
n=10=m € {6,12}
n=11=m e {12}
n=12=m e {1,2,3,...,12}

de modo que ha 40 casos de interesse dentro de um universo de 122 pares

(m,n). Logo, a probabilidade p desejada é igual a p = 22 = D



2
Questdo 09: (E) %(\/ﬁ +1).
Como A%* = [, entdo o determinante de A é tal que (a? + b%) = 1. Fazendo
a substituicdo a = cosf e b = send, tem-se A da forma

cosf senf ]

4= —senf cosf

gue representa a rotagdo de um angulo §. Com esta interpretacéo, a relagao
A?* = [ equivale a 240 = 2kw, com k € Z. Assim, o maximo valor de
a = cosf, com a # 1, corresponde ao minimo valor de 8, com 6 # 0, de
modo que

_27T

= — =15°=a =-cos1lh° = cos30°+1 _ \/§+2—Q
T4 o o 2 o 2 T4

(V3+1).

Questdo 10: (C) 90.
Denotando z = log;, k, tem-se, pela regra da mudanga de base, que

pr— = X — = ——
logyo 1071 47 (=1) 4’
de modo que a desigualdade do enunciado torna-se
4v/x —1>bx — 6,

gue requer sempre que x > 1. Considere agora duas situacgdes:

logyg_1 kY4 = logi b/t _ 1 @ L

e Caso I: bx — 6 > 0. Elevando ambos os lados da desigualdade ao
gquadrado, sem o risco de se introduzir solu¢des espurias, tém-se

16(z — 1) > 2522 — 60z + 36 = 2522 — 76z + 52 < 0
76 — 24 76 + 24
=25z — - <0
(m 50 )(x 50 )

26
2% (2 -2 ) (z—2
= 5(3: 25)(3: ) <0

INEUP
95 ST

Assim, juntando as trés condi¢fes do Caso |, tem-se g <z<2

e Casoll: 52—6 < 0. Nesse caso, a desigualdade fica satisfeita se = > 1,
de modo que a solugdo do Caso ll étalque 1 < x < g

Juntando os dois casos, tém-se 1 < z < 2, de modo que 10 < k£ < 100, ou
seja, k € {10,11,12,...,99}, o que da 90 possiveis valores de k.



V3

Questdo 11: (A) -
Desenvolvendo o seno do arco-dobro, a equacédo do enunciado torna-se

2senxcosx

senx
Ccos T

=2cos’r = % = cosx = i% = r = —60°,60°,120°.

A

o |

C1

30° 30°
60° | C2
60°

Esses valores de x, conforme a figura acima, formam um tridngulo retangulo
de hipotenusa h = 2 e catetos ¢; e ¢ tais que

c1 = 2sen30° =
co = 2sen60° =3 ’

de modo que a area S desse triangulo € dada por



Questdo 12: (E) 11222 + 768zy — 3762 — 112y — 32y + 39 = 0.

Observando os coeficientes angulares das retas dadas, —3 e 3, nota-se
gue essas retas sdo perpendiculares. Além disso, é simples ver que essas
retas cortam o eixo x nos pontos A = (—3,0) e B = (1,0) e o seu ponto

-3,
P = (zp,yp) de intersecdo é dado por

= = (—, =
{ 120p — 16yp = —5 " @P9P) = (355: 35)

de modo que

2 2 2
AP — (1170 + %) + (%) _ V176241332 __ /48400 _ 11

300 300 1

5P= (- 97+ () = T = = 4

100 2 100 100 T 20

O lugar geométrico desejado € composto pelas bissetrizes b; e by, dos an-
gulos entre as duas retas dadas. Essas bissetrizes sdo ortogonais entre si
e passam pelo ponto P. Além disso, uma das hissetrizes, b; por exemplo,
passa ainda pelo ponto @, pé da bissetriz do angulo AP B sobre o lado AB.
Esse ponto @ = (zq, 0), pelo teorema das bissetrizes, é tal que

n _ 11
%z%:ﬁ:% N AQ*%:J?Q:_E_’_EZE_EZE.
AQ+BQ:AB:% BQ:% 12 21 2 28 28
Assim, como b; passa por P e @, sua equacao é dada por
% = To0 T P ar =7 3
3 = 3:>b1:y:7x—1.
0=35501+ 51 B =—3

Enquanto isto, b, € perpendicular a b; e também passa por P. Logo, sua
equacao é dada por

1 1
Qg = —5- = —7% 13 1 13
SpPo=—=>by:y=——r+ —,
{ é_é = 11070a2 + B2 28 7 28

e o lugar geométrico desejado é descrito por
(282 — 4y — 3)(4dx + 28y — 13) =0
= 112221122+ (282 —4%)zy — (28 X 13+-3 x4)z+ (4 x 13—-3x28)y+39 =0
= 11222 — 112y% + 768zy — 3762 — 32y + 39 = 0.



Questdo 13: (C) 2 + /3.

b b

As trés configuragdes possiveis satisfazendo as condi¢ges do enunciado

~ . . L. ~ 2
sdo mostradas na figura acima. Destas, o0 valor maximo da razéo r = (g)

€ obtido para a configurag&o da direita, em que b = 2a cos 15° € assim

30°+1
r=4cos?15° = 4(%) =V3+2.

= . 3r+1
Questdo 14: (D) 34,

B D C
Por uma analise angular simples, tém-se

R R A R A
ADC:C:a:>521800—2a:>B=a—§:3a—1800.

Aplicando a lei dos senos no triangulo AABC, tém-se

AB AC N AB sen sen a
= =T = = —
sena  sen(3a — 180°) ~ AC sen(3a — 180°) sen3a’
de modo que
B sen « B sen
~ sen2acosa+ senacos2a  2senacos? a+ sena (1 — 2senq)
e assim
sen o 1 9 3r+1
r= = = sen“a = .

3sena — 4senda 3 — 4sen?a 4r



av/8
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Questdo 15: (D)

Seja o tridngulo retdngulo em destaque na figura com cateto maior d,
cuja hipotenusa h deve corresponder a altura de um tridngulo equilatero de
lado a, ou seja, h = “Tﬁ e cujo cateto menor ¢ é dado por

a_\/ﬁ_a a(\/§—1).

C =

2 2 2
Assim, pelo Teorema de Pitdgoras, devemos ter
2 2 — 1)%a? — 2v/2)a?
WR=d2+?= 3i:d2+u:d2+m
4 4 4
= d* = 2v2a”
4
2v2a 2ia  VRa
=d= = = .



1.2.2 Prova de Matemética

1# Questdo [Valor 1,0]: Seja r a razdo ndo nula da PA. Do enunciado,
a% =aya10 = (a1 +7)? = ay(ar + 9r) = 2a1r + 1% = 9ayr = r = Tay.

Além disto,

a? = agazs = (a1 + (j — 1)r)? = (a1 + 5r) (a1 + 24r)

= (a1 + (j — 1)7a1)* = (a1 + 35a1)(a; + 168a;)
= (7j — 6)% = 36x 169 = (6x 13)?
=7j—6="78
=7 =12

22 Questdo [Valor 1,0]: Calculando-se f>(x), ttm-se
1 1 T

- 1+ ayl-go

fa(z) = fo(fi(z)) = fo(fo(fo(z))) =

T—o

Logo, f,.(x) tem um periodo 3, ou seja

fo(z) = f3(z) = fo(x) = = faors(2)
e assim

B 1 B 1
T 1-2016 2015

f2016(2016) = fo(2016)



3% Questdo [Valor 1,0]: Seja a forma polar de Z = pe*?, de modo que
arg{—} = arg{

3 57

_arm Y i(20—%) 20_E:_ _ o
= 19@ —} = arg{e } = . g
Assim, do enunciado, tém-se
= i 5
logs (20! + 2pe 1% +1) =2 = dpcos = =32 —1=8= p= =
COS ]

Observando que

2 5 5 sen 3% cos I
Z——%<cos—w+isen—ﬂ>—2<1+i 58)_2<1—i 8)-
cos = 8 8 cos 2L

s
S 35 sen B
Da férmula do cosseno do arco-dobro, tém-se
T V2 QCOSQ%—l cos g = 2;”/5
CoS — = — =
4 2 1 — 2sen?

= )
g sen T = Y2-V2
8

e assim

_ V2+V2) 2+V2) ,
Z—Z(l—@Tﬂ)—Q(l—Z 7% >_2—2z(¢§+1).




42 Questéao [Valor 1,0]: Seja Ay a matriz N x N cujos elementos possuem
a mesma definicdo dos elementos da matriz A do enunciado. Em particular,

CO @ e

O ING IR IRRETR e I et

amomae| OO0 - G GO
() (05) (08 L. () ()

) () 9T () (o)

Subtraindo a (j—1)-ésima coluna da j-ésima coluna, para j = 2016, 2015, .. .,2,
ndo se altera o determinante D de A. Usando-se a propriedade do tridngulo
de Pascal de que (3) + (,¢,) = (;1), tem-se entdo que

I I SR W )
O O e @
bl OO O G G
U4y (e @y L e ()
(207)(0) () .. (i) (a0

Subtraindo agora a (i—1)-ésima linha da i-ésima linha, para i = 2016, 2015, ... ., 2,
novamente ndo se altera o determinante D, de modo que

O O Q) e @B
)OO e @
po| ()0 O G E
(O3) (o ey L (o)
(00) () (e L (o o

Por convengéo, considera-se (,¢,) = () = 0, para todo « inteiro néo-
negativo. Assim, aplicando Laplace na primeira linha (ou primeira coluna),



tem-se que

© © - Gua) Gow
@ G - Gus) God
b= : : g : : ’
57 0D Gos) Ceord)
(o9 ) o God) Gond)

gue corresponde ao determinante da matriz A,p;5. Repetindo este processo,
tem-se

D= det{A} = det{Agow} = det{A2015} =...= det{Al} =1.

SLN: Para os mais incrédulos, vale a pena observar que

det{ Ay} — (o) () H 11 ‘:1
0 @) b
0 0 G 111

det{As}=| () 3) ) |=|1 2 3|=(12+43+3)—(24+9+6)=1
2y 3\ (4 3 6
@ ¢ G

€ assim sucessivamente.



52 Questao [Valor 1,0]: Pela férmula da tangente do arco-dobro,

sen 2x 2senx cosx 2tgx
tg 2z = = = 5
cos2r  cos?x — sen’x 1 -— tgix

= tg?xtg2r 4+ 2tgr — tg2x =0

cos? 2z+ sen? 2z

o —24+\4+4tg22x —lE\ T —cos2z+1
T = = _
& 2tg2x tg 2z sen 2x
r —cosr=*x1
= tgn = —————.
2 sen T

E possivel perceber que a expresséo associada ao sinal — é espuria, pois:
(i) para x € (0,7), tem-se tg & > 0, enquanto a expressédo assume apenas
valores negativos (pois nesse intervalo senx > 0); (ii) para z € (, 27), tem-
se tg 5 < 0, enquanto a expressdo assume apenas valores positivos (pois
nesse intervalo senz < 0). Logo,
T —cosx +1
tgs = ———.
2 senx

Substituindo essa relagdo na equagéo do enunciado, tém-se

—cosx +1 —cosx +1

1+ tge —2LTT 0y = 1+ 27Ty~ tgr =4 — cot
(senz)(1+ tgz — )= (senz)(1+ p—— )=tgx cotg
cosx  senx  cos’x + sen’zx 1
= cotgx + tgx = + = = =4
senr = cosw cosTsen T cos T sen T
1
= sen2z = -
sen2r = o
:>2x:k7r+(—1)k%
T

== k;g + (=1)*F= = {15°, 75°,195°, 255°} + 360°k,

—_
[\

para todo k € N.



6% Questdo [Valor 1,0]: Desenvolvendo a equacéo dada, tém-se

32m? — 20mn +3n® +49 =0
Ly 20nE V/400n? — 128(3n? +49) _ 5n £ v/n? — 392
64 16
= (16m — 5n)% = n? — 392
= [n+ (16m — 5n)][n — (16m — 5n)] = (16m — 4n)(6n — 16m) = 392

= (4m —n)(3n — 8m) = 49 = 7%,

Assim, temos seis possibilidades:

dm —n =49
{ 3 — 8m — 1 = (m,n) = (37,99)
dm —n = —49

o (m,n) = (=37,-99)

dm—n=7
In—8m="17

{
{
{ dm —n=-T7
{
{

= (m,n) = (7,21)

3n—8m = —7 = (man) = (_77_21)
dm—-—n=1

3 — 8m — 49 = (m,n) = (13,51)

dm —n= -1

3 — 8 — —49 = (m,n) = (—13,-51)



7* Questdo [Valor 1,0]: Sejam os jogadores denotados por A, B e C, sendo
A o primeiro a jogar e B sentado & esquerda de A. Seja a notacdo X —
Y indicando que o jogador X ndo ganhou o jogo e o jogador Y joga em
seguida. Assm A - B, B> Ce(C — A tem probabllldade , enquanto
A—-C,C—BeB— Atém probab|lldade =. A cada vez que joga, como
na primeira rodada, A tem probabilidade 4 5 de ganhar

Caso ndo ganhe na primeira rodada, A pode voltar a jogar em no minimo
duas rodadas, de acordo com as sequéncias A — B — A (com probabili-
dade de ocorréncia z x #) ou A — C' — A (com probabilidade § x 3).

As possibilidades de A voltar a jogar em trés rodadas seriam através das
sequéncias A - B — C —> A (com probabllldade >< X 4) oud - C —
B — A (com probabllldade >< X 6)

As possibilidades de A voltar a jogar em quatro rodadas seriam através
das sequéncias A -+ B —-C - B — A (com probabllldade >< >< X 6) ou
A — C — B — C — A (com probabilidade § x § x 5 x 3).

O processo pode continuar |ndef|n|damente A recurséo surge quando
percebemos que a A pode voltar a jogar em n rodadas substituindo a Ultima
passagem X — A, com X = B ou X = C, de uma sequéncia de n —
1 rodadas, por X — Y — A, com Y # X, acrescentando 1 rodada ao
processo. Nesse caso, se X = BeY = C, a probabilidade da sequéncia de
n rodadas é a probabilidade da sequéncia de n — 1 rodadas dividida por =
e multlpllcada por 4x 2, 0 que equivale a multiplicar a probabilidade anterlor
por £. Se, por outro Iado X =C eY = B, aprobabilidade da sequéncia de
n rodadas éa probabllldade da sequéncia de n — 1 rodadas dividida por =
e multlpllcada por >< , 0 que equivale a multiplicar a probabilidade antenor
por

EQFLn suma a probabilidade de A jogar novamente em duas rodadas e

é + 1%’ A probabllldade de A jogar novamente em trés rodadas é = ><
3+ gXx l4 = 219 A probabllldade de A jogar novamente em quatro rodadas
é 1x8xd + 5x4x8 = 2. Adicionando as probabilidades de A jogar

novamente em duas ou trés rodadas, tem-se a soma ;2. A partir dai, a

probabilidade conjunta de A jogar novamente em quatro ou cinco rodadas é
essa soma multiplicada por £, que sai das operagdes £ x 2 ou 2 x &,
Com isto, a probabilidade P; total de A jogar nhovamente é dada pela

soma da PG infinita de primeiro termo ;g e razéo % ou seja

113
p_ w113
Y7117 1927
9

Caso ndo ganhe, a probabilidade de A jogar novamente é P? e assim su-
cessivamente, de modo que a probabilidade P de A ganhar o jogo é

1 1 1 1 1 \1 192 1 32
P=-4+P-+P> 4P 4. = S ()=
g g gt T <1—P1>6 <192—113>6 79




8% Questao [Valor 1,0]:

a) Sejam O e O’ os respectivos centros das circunferéncias C e C’ de raios
R =4er=1. Quando O’ se desloca de um angulo « em torno de O, o
ponto P se desloca de um angulo 6§ em torno de O’ tal que

€:E§9:4a.
a T

No caso, o segmento O’ P faz um angulo de (f—«) = 3o com a horizontal,
e as coordenadas do ponto P = (P,, P,) sdo dadas por

P, =00 cosa+ O'Pcos(§ — a) = 3cosa + cos 3
P, =00"sena — O'Psen (0 — a) = 3sena — sen3a

Desenvolvendo cos 3o e sen 3a, tém-se

cos3a = cos 2 cos v — sen 2arsen o

= (2cos’a — 1) cosa — 2sen® acosa

2 a) cos a

= 2cos® a — cosa — 2(1 — cos
= 4cos® o — 3cosa,

sen 3a = sen 2a.cos a + cos 2acsen «
= 2senacos? o + (1 — 2sen’® a) sen a

= 2sena(l — sen® a) + sena — 2sen® o

= 3sena — 4sen’® a,

de modo que (P, P,) = (4 cos® a, 4sen® o).

b) Pelo item anterior, o lugar geométrico de P é descrito por

2 2
(§)3+(%)3=1:»x%+y%=4%= V/16.



92 Questao [Valor 1,0]:

E
B
¢ o 7o P

Além da notacéo definida no enunciado, sejam o outro extremo D do
diametro por C e a outra extremidade E do didametro por A. Sejam ainda
C'D =z e AOC = 26.

Aplicando a Lei dos Senos no triangulo AOAC’, tém-se:

OA ACT _1+V8 Sen%:(uﬁ)ﬁ

2
send5o 1800 — 20 ? sen 20 4 ’

e assim (o que vai ser util mais adiante),

27 V3 _ (V3-1)v3 [ cost = IR

cos 26 = = =
2 4 _ \/8+2v2-26
sen f = ===
Além disto,
1
sen 20 = 5 g g g = sen 30° cos 45° 4 cos 30° sen 45° = sen 75°,

de modo que AOC = 20 = 75° e assim OAC’ = 30°. Com isto, ainda pela
Lei dos Senos no triangulo AOAC,
oc’ OA 2—x

2
sen30°  sen45° = % - ?




Pelo conceito de poténcia do ponto C’,
CC'xC'D =AC'xC'B
=S (d-—pr=02+V2)(2-V2)=2=(1+V3)C'B

2
= (C'B =
14+v3

= AB=AC"+C'B=(1+V3)+(V3-1)=2V3.

Assim, aplicando a Lei dos Cossenos no triangulo ACC’ B, tem-se:

=V3-1

CB? = CC"™ 4 C'B* — 20C" C' B cos 135°
= (2+V2)? + (V3-1)* +2(2+ v2)(V3 - 1)?
=8+ 2V2 +2V6.
No triangulo AAA’B, o angulo AA’B é tal que
AA'B =180° — (A’AB + A'BA) = 180° — (6 + 30°) = 150° — 0,
de modo que

sen AA’B = sen150° cos ) — sen 6 cos 150°
_cosf + V3send

2
_ V8-2v2+2V6+v3V8+2v2-2V6
< .

Por fim, aplicando a Lei dos Senos no triangulo AAA’B,

A'B AB ) AB 23

= = = A'B= = = ~ )
sen30°  gsen AA'B 2sen AA’B  2sen AA'B

com sen AA’B dado acima.
Logo,
AIB A/B senﬁ/B

A'C CB-AB ’/8—1—2\/5—1—2\/_— senﬁ’B




10 Questéo [Valor 1,0]:
1# Solucgéo:

E H
s
Sejam o cubo e o cone situados nos eixos cartesianos conforme a figura

acima, onde o vértice do cubo coincide com a origem dos eixos. Nesse
caso, 0 cone é descrito por

z =2+/x% + 92,
tal que em z = a, a segdo do cone é uma circunferéncia de raio r = £.
@] plano ar + By + vz = 1, definido pelos vértices A = (5,—5,a), B =

(_%7 2; )eH—(g,;,O) etalque

sa—gfB+ay=1

~Sa—ghtar=1 = (0,59)=(0,5,2)

50& + %ﬁ =1
de modo que o plano é descrito por z 4y = 3.

Com isto, a proje¢do no plano x x y, a partir de um angulo de 45°, da
intersecdo do plano ABH com o cone é descrita por

22 +y? = —y+g = 4(J?2+y2)=yz—ay+%2
2 a2 a2 a2
= 4? +3y +ay+ﬁ:I+_2:?
= az _|_ M — 17
12 9
que corresponde a uma elipse de semi-eixos ¢} = “f e e, = £, Aelipse-

intersecdo tem, entdo, semi-eixos e; = e} € ex =
area S é dada por

de modo que sua

cos 45“ !

a3a\/§_7ra2\/6
6 3 18

S:7r6162:7r



22 Solucao:

LN,
K

T
|
O

0] T

Seja a vista lateral da figura, onde o ponto P = (P,, P,), extremidade
do eixo maior da elipse-secéo, é determinado pela intersecdo das retas-
projecdes do plano ABH e do cone:

2a 2a

P, =P,
Py, P)) = )
{ = (PP = (2%

Py = —-2P, 4+ 2a ):

Logo, o semi-eixo maior da elipse-sec¢ao tem comprimento

_OP a2

2 37

Nessa vista lateral, o centro ) da elipse-segéo tem coordenadas (Q,, Q) =
(L, %) = (%, %). Naaltura Q,, um plano horizontal secciona o cone numa
circunferéncia de raio r = % x5 = g, e adistancia d do ponto @ ao centro
dessa circunferéncia € igual a d = § — 5 = . Com isto, pelo Teorema de
Pithgoras, o semi-eixo menor da elipse-se¢édo tem comprimento

a2 a2  aV3
= 2 — 2 = _——— = —
e =vri—d 9 36 6
de modo que a area S da elipse-secéo € dada por

a3a\/§_7ra2\/6
6 3 18 °

€2

S =mejea =1



1.3 Vestibular 2014/2015

1.3.1 Prova Objetiva

1# Questéo: (B) 2.
Do enunciado, 2b = a + ¢. Assim, pela Lei dos Senos e usando a transfor-
magéo em produto, tém-se

A+C  A-C

2sen B = sen A + senC' = 2sen 5 cos ,

de modo que o quociente @ pedido é igual a

2sen B ~ ~
Q- 2sen 43¢ 2senB 2sen B _o
cos# sen(A+C)  sen(180° — B)

Questdo 02: (A) 1.
Observando que log,, ylog, = = 1, o sistema dado pode ser simplificado para

)

mlog, y +elog, x =a
mlog, y —elog, x = blog, ylog, x =b

de modo que
— 227 _ .a+b
2m logr y=a+ b N y- = - xa+b+2e _ ya*b+27r’
2elog,z=a—b Yot = g2

e 0 quociente pedido é igual a 1.



Questdo 03: (B) f é uma funcédo impar.
Expandindo sen 2z e usando transformag&o em produto, f(x) pode ser rees-
crita como

f(z) =1n

=1In

8+ 2senx + senx — sen3x

8 —4senx +4senzcos? x
84+ 2senx — 2senx cos2x

8 —4senx(1 — cos?x)
8 + 2senz(1 — cos2x)

8 — 4sen x(sen?x)
8 + 2sen x(2sen’x)

=1In

=1
1 8 — 4sendx
2 4+ sendz
=ln—.
2 — sen3z

Logo:

e Para z = kw, com k € N, entdo senz = 0 e assim f(z) =Inl1 =0, de
modo que f(z) tem infinitas raizes reais.

2 + sen®(—z) 2 — sen’z 2 + sen’z

hoz send(—z)

n T ==
2 + sen’z

f(=x)=1 = —f(a),

N3
2 — sen’zx

de modo que f(x) é uma fungdo impar.

e Como —1 < senz < 1, entdo In < f(z) < In3, de modo que f(z)
nao é sobrejetora.

Questdo 04: (A) 7.
Do enunciado, a; = (r—1) en = (r + 1), e assim

g _ (atan)n _ [2ait+(n—D)rln _ 20 —1)+r%)(r+1) _ m
2 2 2

de modo que, por inspec¢do, devemos ter

r? +3r7 =2 =488 = (r — 7)(r* + 10r + 70) = 0,

cuja Unica solugéo real é r = 7.



Questdo 05: (A) —3,2.

YA

—8 4

Para satisfazermos ambas as inequacdes, 5y deve estar acima (ou igual
a) da parabola (222 — 122+ 10) e abaixo (ou igual a) da reta (10 —2z). Assim,
pelo gréafico acima, o valor minimo y.;, € obtido na abscissa do vértice da
pardbola x = 3, onde devemos ter

18 — 36 + 10 < 5Ymin < 10 — 6 = —8 < S5Ymin < 4 = Ymin = —1,6.
Enquanto isso, 0 valor maximo y,. € alcan¢cado em x = 0, tal que

10 < 5Ymax < 10 = ymax = 2.
Log0, YminYmax = —3,6.

Questdo 06: (D) 6z2—17x—3.
Sejam D(z) e d(x) os polinémios dividendo e divisor, respectivamente, ge-
rando o quociente Q(z) e o resto R(x), de modo que D(z) = d(z)Q(z) +
R(x). Como d(z) é um polindmio do terceiro grau, entdo R(z) é um po-
linbmio (no méximo) do segundo grau, que pode ser escrito como R(z) =
ax?® + bz + c. Observando que
D(z) = 2**(2? —2—6)+22 (522 —162+3) = 2% (2 —3)[2**(z+2) 4+ (5x—1)]
e

Qz) =a*(z —3) — (z = 3) = (2* = 1)(z = 3) = (z + 1)(z — 1) (z - 3),
para os valores de x que anulam Q(z), tém-se

R(-1) = D(-1) a—b+c=20
R(1) = D(1) =cqa+bt+c=-14 ,
R(3) = D(3) 9a+3b+c=0

cujasolucdoéa=6,b=—-17ec= —3.



Questédo 07: (D) 6.
Observando que, para k € N,

(11 4 k)% mod 11 = (11% + 22k + k?) mod 11 = k? mod 11,

entdo, por inspecao, os restos da divisdo por 11 sdo

12 mod 11 =1
22 mod 11 =4
32mod 11 =9
42 mod 11 =5
52 mod 11 =3
62mod 11 =3
7?mod1l1=5
82 mod 11 =9
92 mod 11 =4
102 mod 11 =1
112 mod 11 =0

de modo que os possiveis restos da divisdo de k2 por 11 sdo {0, 1, 3,4,5,9},
num total de 6 valores distintos.

Questdo 08: (C) 2.
De inicio, tem-se cosxsenz # 0 e assim x # {0, S
termo tg?(z) + cotg?(z), tém-se

5y T 2”}. Desenvolvendo o
cos*(z)+ sen*(z)
sen?(x) cos?(x)
4(cos*(x)—2 cos? () sen?(z) + sen*(2)) +8 cos? () sen?(z)
4 sen?(x) cos?(x)

_ 4(cos*(x) — sen?(z))?
sen?(2z)

~ 4cos?(2z)

~ sen?(27) 2

= 4 cotg?(2z) + 2.

tg?(z)+ cotg®(z) =

+2

Logo, a equacdo dada corresponde a cos (8z) = sen (2x) + 4 cotg?(2x) + 2.
Como cos (8x) < 1, sen (2z) > —1 e cotg?(2z) > 0, entdo, necessariamente,
devemos ter

cos (8z) =1 z€{0,%,5,3, n, 58,30 In

3m 7
sen(2z)=-1 =( ze {3 x =>TE %7%}
cotg (2x) =0 re{Z,3E o In



Questédo 09: (A) 7.

Adicionando a quarta linha de A & segunda linha e subtraindo a primeira
linha da terceira, gera-se uma matriz auxiliar A’ com mesmo determinante
de A:

1 2z 0 0
A — 22+ 0 T T

0 —z+4 0 0

T -1 1 z-2

Subtraindo a terceira coluna da quarta, forma-se outra matriz A” com mesmo
determinante A que as anteriores:

1 2x 0 0
A — >+ 0 x 0
0 —r+4 0 0
T —1 1 -3
Aplicando Laplace na quarta coluna, tem-se
1 2x 0
A=(xz-3)| 2>+ 0 x| =(x—3)(x—4)z.
0 -z+4 0

Assim, a soma dos modulos das raizes da equagdo A = 0 éigual a S =
3+44+0)="7.

Quest&o 10: (E) 4v/10/5.
Denotando A = (6,7), B = (4,1) e C = (8,5), podemos observar que

AB? =22 162 =40

BC? =424+ 42 =32 = AB?= BC? + AC?,

AC? =22 +22 =38
de modo que o triangulo ABC' é retangulo em C. Logo, I" tem centro no
ponto médio (5,4) de AB, raio R = AB/2 = /10 e € descrita por (x — 5)2 +
(y — 4)? = 10. Os pontos de T de ordenada y = 5 s&o dados por

(z—5)2+(5-4)2?=10=>2=5+3=80u?2.

O ponto (8,5) esta encoberto pela propria circunferéncia em relacéo ao
ponto (0, —1). Assim, a tangente desejada é dada por

5=2a+0b
—1=20+b

e sua distancia d ao ponto (—1,4) é igual a
13.(=1) + (=1).4 — 1] 8  4/10
d = = = .
324+ (—1)2 V10 5

y=3r—1




Questdo 11: (D) elipse.
Sejam w = a,, + by, aw, by € R, € 2z = ke, Logo, devemos ter

. 1
Ay + iby = ke + —

kei®
. 1 .
:keze+%e—w
1
:k(cos@—l—isen@)—l—E(cos@—isen@)
k*+1 k*—1
= chos@—i—i 3 sen 6.
Logo,
_ K41 2 2
Ay = "= cosf ( k > ( k )
>|———aw) +|5—bw| =1,
{ be—kzk_lsenH k2 +1 k?—1

0 que, como (k% — 1) > 0, caracteriza uma elipse no plano complexo w.

Questdo 12: (C)180/181.
A probabilidade de “X” ser o vencedor é

P(V)=P(V|F)P(F)+ P(VINF)P(NF)=0,9%0,8+0,02x0,2 = 0,724.
Pelo Teorema de Bayes, a probabilidade de “X” ser o favorito quando ele é
vencedor é dada por

P(VIF)P(F) 09x08 0,72 720 180
P(V) 0,724 0,724 724 181°

P(EV) =



Questdo 13: (C) <a7+b) Vab.

dq Yy

Seja a notacao indicada na figura acima com ds = (z +y). Por Pitagoras,
tém-se que

di=Vh?>+a? e dy=+h?+0%

A area do trapézio pode ser escrita de duas formas:

(a+b)h _ diz | diy _ di(z+y) _ didy  /(h? 4 a?)(h? + b?)

2 2 + 2 2 2 2 ’
de modo que
(a+b)%h? = (h? + a®)(h* + b?)

= a’h® 4 2abh® + b*h? = h* + h%(a® + b?) + a®b?

= ht —2abh? + a?b? =0

= (h* —ab)* =0

= h? = ab.
Logo, a area S do trapézio pode ser escrita como

o_ (atbh _ (a+b)Vab
2 2 '




~ 9
Questdo 14: (D) 5a3.

No triangulo em destaque da figura acima (em que os vértives C e D nao
estdo denotados, para maior clareza), tém-se

BP:BF:2%§=W¢E
de modo que o volume V do prisma é dado por

V3 g 907
4 2

3V3 ,
—a .
32

V=6

Questéo 15: (C)

AR
=
e

Se o tetraedro é regular de aresta a, entdo, pelo conceito de base média,
0 octaedro também é regular de aresta 3. Na figura acima, podemos perce-
ber que a secdo do plano paralelo a base do tetraedro e a uma altura igual
a i da altura do tetraedro é, novamente pelo conceito de base média, um
hexégono regular de lado £, de modo que a area dessa secédo é dada por
a)2 V3 _ 3a2V/3

_ 4
5=6 4 39




1.3.2 Prova de Matematica

1* Questédo [Valor 1,0]: Do dominio da fun¢éo logaritmo, devemos ter x > 0
e x # 1. Além disto, desenvolvendo a inequacéo, tém-se

4
= 2 _ 2 >1
(loggz) =1 loggx
log, = (loggz) — 1

>

1
[(logz x) — 1]loggz  [(logz z) — 1]loggx = 2

1
=
[(logz ) — 1]logs
= 0 < [(logzx) — 1] logz x < 2
(logs 2)* — (logg ) > 0
=< e
log; z)? — (logg ¥) —2 < 0

>1
2

(logsz) > 0e (loggx) > 1
ou
(logsz) < 0e (loggx) <1

4

[(logsz) +1] < 0e[(loggx) —2] >0

ou

[loggz) +1] > 0 e [(loggx) —2] <0
logsz > 1ou logsx <0

= e
-1 <loggz <2

= —1<loggz <0oul <logzx <2

1
:>§<x<1ou3<x<9.



22 Questao [Valor 1,0]: Elevando ambos os lados da equacédo ao quadrado
(duas vezes), ttm-se

x+\/4x—4+2\/x+\/4x—4\/x—\/4x—4+x—\/4x—4:x+3
=222 —(dz—4)=3—=x
= 4(2? — 4z +4) =2 -6 +9
=322 —10z+7=0

ém—loux—z
= =3

Testando essas possibilidades na equacgéo do enunciado, verifica-se que
ambas séo raizes verdadeiras da equacao original.

3% Questéo [Valor 1,0]: Rearrajando os termos da equacgdo do enunciado,
e tirando a tangente de ambos os lados, a equacéo dada torna-se

tg[arg (z — z1) — kn] = tg[arg (z — 22) + arg (z — z3)].

Sejam z = x + yi, 20 = a+ bi € z3 = a — bi, com b # 0. Com isso, usando a
férmula da tangente da soma de dois angulos

tga+ tg B
te(a+f) = 1—tgatgB’
tém-se
y -0 y
t —2z1) —km| =t t — k] = =2 =
glarg (2 = 21) — kn] = tg farctg 2 — —kn] = T = P

e ainda
-b b
tg[arg (z — 2z2) + arg (z — z3)] = tg |arctg Y70 4 are tg y+o
T—a T—a

y—b y+b
Tr—a + r—a
1— y+b

2y(rc a)
(. —a)?+ (02 —y?)

Assim, devemos ter

y 2y(x —a)
r—2 (v—a)2+ (b2 —y?)

=yl —a)* +b* — y? = y[2(z — a) (2 — 21)]

= yllz —21)* +y°] = ylla — 21)* + 7],

gue corresponde ao eixo dos reais e a circunferéncia de centro em z; que
passa por z; e z3 (excluindo estes pontos, em que a funcédo arg fica indefi-
nida).



42 Questao [Valor 1,0]: Resolvendo em f a equacao a ser satisfeita, tem-se

—94+ /81 —4(9z —22) —9+(2z—9) 7
f(z) = = = ou

Como f(x) > 0, entdo devemos ter f(z) = (z —9).

Para um nimero z de trés algarismos = = asajag = (100az2 + 10a1 + aop),
com ay # 0, temos f(z) = az0apa; = (1000az + 10ag + a1), € a relagéo
anterior equivale a

1000as + 10ag + a1 = 100as 4+ 10a1 4+ ag — 9 = 900as + 9(&0 — al) +9=0,

gue ndo tem solu¢do com ay # 0.

Para um ndmero x de quatro algarismos x = agasaiag = (1000a3 +
100as + 10a;1 + ag), com ag # 0, temos f(z) = azasapa; = (1000as 4+ 100as +
10ag + a1), e a relag@o anterior equivale a

1000as + 100as + 10ag + a1 = 1000as + 100as + 10ay + ag — 9
= 900(&2 - Clg) + 9(&0 — al) +9=0
az = a3
={ e

al—(l():].

Logo, o menor z, com a3 # 0, que satisfaz essas condi¢cdes € dado por
r = 1110.



52 Questao [Valor 1,0]: A altura h de um tetraedro regular de aresta d é tal
que

2
2, (24V3) | o, VO
h+<32 —d? = h= .

Com isto, 0 volume V' desse tetraedro com &rea da base .S, é dado por
2
e e P
3 3 12
Sejam dy, h; e V; a aresta, a altura e o volume, respectivamente, do

pequeno tetraedro regular formado pela segmentacdo do tetraedro inicial.
No caso,

Vv

V2 3V2
po M2V EVE L d
12 3 36 V3
2../6 6 6

Sejam dsy, hy € V; a aresta, a altura e o volume, respectivamente, do
tetraedro regular formado pelos dois sélidos superiores resultantes da seg-
mentacao do tetraedro inicial. No caso,

B3v2 2V d3V2 dv/2
12 3 18 3
3,

A6 TEVE 4996
3 3 3
Com isto, as alturas dos dois solidos inferiores séo dadas por
dv96  dv24  dv24(V4A-1)

3 3 3 ’
dv6  dV/96 _ d(v/216 — V/96)

' =h—hy = 3 3 3 .

= ho

h' =hy—hy =




6* Questao [Valor 1,0]:

sY

As retas s e t ttm equacao da forma y = +a(z + 1), cujas interse¢des
com a parabola y? = 2z s&o dadas por

a(x+1)% =2z
= a®2® +2z(a* — 1) +a* =0
—2(a® = 1)+ /4(a?2 —1)2 —4a* (1 -a?)+V1-2a2
2a2 - a? '
Para que essas interse¢cdes sejam Unicas para cada reta, caracterizando
retas tangentes a parabola, devemos ter (1 — 2a?) = 0, ou seja, a? = % de
modo que as respectivas interse¢des A e B sdo tais que 4,5 = 1a® _ ¢

(12
yap = £2a = +V2.
A reta t' é paralela a reta t e passa por B = (1, —+/2). Logo, ' é dada
pory = @(x — 3), e suas intersecdes com a parabola sdo tais que

==

1
5(:c—3)2:2gc:>x2—10x+9=0:> (z—1)(z—9)=0
de modo que o ponto D é caracterizado por zp = 9 e yp = /2zp = 3v/2.

Com isto, ttm-se AB = 2+/2 e, por simetria, CD = 61/2, de modo que
AB/CD =1/3.



7% Questao [Valor 1,0]:

A A
Cm b b b b
T |\Ir
B
H h
T. /ﬂ
B ¢ B¢ As C B ALC

Seja a notagéo indicada na figura acima: base BC = a, lados AB =
AC = b, raio do circulo inscrito r, A’ é pé da altura por A, C,, e B,, sdo 0s
pontos médios de AB e AC, respectivamente, G’ € a interse¢éo de C,, B,
com AA’, By, é o pé da altura por B. Com isto, a altura AA’ = h, o perimetro
2p e a area S do tridngulo séo tais que

a2 V4b2 — a2 ah
B S e I _ _an
h \ﬂ> (2) S 2p=a+2, =7

Na figura da esquerda, da semelhanca dos triangulos AAC,, B,, e AABC,
pelo conceito de base média,

AG'  C,.B h
_ ZmPm A r_ o
ar - o A9 =3

Com isto, G'A’ = % e da semelhancga dos triangulos AGC,,, B,, e AGBC,

GG GA ;L , ol , , _h
C B.~ BC = GA' =2GG _Z(E—GA):GA =3

Da figura central, podemos escrever que

br ar br ah
S=8a1B+Sprc+Sarc=—=+—=+—-=pr=IA"=r=—.
2 "2 "7 %

Na figura da direita, pela semelhanca dos tridangulos ABA'H, ABB,C e
AAA'C, tém-se

2

a
= HA = —.
4h

BA' BB, AA ¢ BB,

2 —

HA ~B.C _ AC  HA BC

| >



Com isto,

d=GA —TA =TA — HA
E_a_h_ah a?

3 2 2p 4h
= 4h2p— 12ah* +3a*p =0

= (4b )@ — 3a(4b® — a®) + 3a? (a J;%) _0
= (4b% — a?)(2b — 5a) + 3a*(a +2b) = 0
= (2b )(2b 5a) + 3a% =0

= 4(b* — 3ba + 2a*) = 0
3EvV9—-4x2 3+1
a= a
2 2

O caso b = a correponde ao triangulo equilatero,emque G=1I=Hed = 0.
Logo, b = 2a, de modo que 2p = 5a, h = “T‘/ﬁ e assim

h ah_a%ﬁ_a\/ﬁ_am:}a:dm.

= b=

3 2p 6 10 15
Com isto,
2p = 5a = 5dV/15,
_ah _ 15d*/15
T2 4

8% Questao [Valor 1,0]: Um lado qualquer de um poligono de n lados, pode
estar conectado a (n — 2) vértices do poligono. Ao se fazer uma dessas
conexdes, divide-se o poligono em 2 ou 3 partes. Pode-se, entdo, analisar a
divisdo dessas partes restantes para saber o total de divisGes possiveis.
Para um quadrilatero qualquer (n = 4), é imediato ver que ha duas divi-

sdes possiveis.

Para o pentdgono n = 5, um lado qualquer tem (n — 2) = 3 conexdes
possiveis, conforme visto na figura acima. Na primeira conexao, divide-se o
poligono em 1 tridngulo e 1 quadrilatero (que permite 2 divisbes distintas);
na segunda conexao, divide-se o pentdgono em 3 tridngulos; na terceira co-
nexao, divide-se o pentagono mais uma vez em 1 tridngulo e 1 quadrilatero
(2 divisdes). Assim, podemos dividir o pentdgono de (2 + 1 + 2) = 5 modos
distintos.




AN

Para o hexagono (ver figura acima), o mesmo procedimento divide o po-
ligono em 1 triangulo e 1 pentagono (5 divisGes possiveis); 2 tridangulos e 1
guadrilatero (2 divisées); 1 quadrilatero (2 divisGes) e 2 tridngulos; 1 penta-
gono (5 divisdes) e 1 triangulo. Assim, no total ttm-se (5+2+2+5) = 14
possibilidades.

TS

Para o heptagono (ver figura acima), o procedimento anterior divide o
poligono em 1 triangulo e 1 hexagono (14 divisbes possiveis); 2 triangulos
e 1 pentagono (5 divisées); 2 quadrilateros (2 x 2 divisdes) e 1 triangulo; 1
pentagono (5 divisbes) e 2 tridngulos; 1 hexagono (14 divisdes) e 1 trian-
gulo. Com isto, para o heptagono totalizam-se (14 + 5 + 4 + 5 + 14) = 42
possibilidades.

Para o octégono, o mesmo procedimento divide o poligono em 1 trian-
gulo e 1 heptagono (42 divisdes possiveis); 2 triangulos e 1 hexagono (14
divisBes); 1 quadrilatero (2 divisdes), 1 tridngulo e 1 pentagono (5 divisbes);
1 pentagono (5 divisbes), 1 triangulo e 1 quadrilatero (2 divisbes); 1 hexa-
gono (14 divisdes) e 2 triangulos; 1 heptagono (42 divisdes) e 1 triangulo.
Logo, no octégono, totalizam-se (42 + 14+ 2 x 5+ 5 x 2 + 14 4 42) = 132
divisBGes possiveis.

Para o enedgono, o procedimento anterior divide o poligono em 1 trién-
gulo e 1 octégono (132 divisdes possiveis); 2 triangulos e 1 heptdgono (42
divisdes); 1 quadrilatero (2 divisfes), 1 triangulo e 1 hexagono (14 divisbes);
2 pentagonos (5 x 5 divisGes) e 1 triangulo; 1 hexagono (14 divisdes), 1
triangulo e 1 quadrilatero (2 divisdes); 1 heptagono (42 divisdes) e 2 trian-
gulos; 1 octégono (132 divisfes) e 1 triangulo. Assim, no eneagono, tém-se
(132 +42+2 x 14+ 5 x 54 14 x 2 4+ 42 + 132) = 429 possibilidades.




92 Questdo [Valor 1,0]: Seja l; a i-ésima linha do determinante A. Fazendo
li = (i —1l3) ela = (I3 —l3), sem alterar o valor do A, tém-se

(b+c)? b? c?
A = a2 (a+c)? ?
a? b? (a+0b)?

= (b+¢)*(a+c)*(a+Db)* +2ab*c? —a’c*(a+c)* = b2 (b+c)* — a®b* (a+D)>.
Definindo os termos

= (b+0)*(a+)*(a+b)?,
T = 2a2b202,
T3 = a*c*(a+¢)* + b2 (b + ¢)* + a?b*(a + D),
tém-se

Ty = (S —a)*(S—0)*(S—¢)’
=[8% —(a+b+¢)S% + (bc + ac + ab)S — abc)?
= [(bc + ac + ab)S — P)?
= (bc + ac + ab)?S? — 2(bc + ac + ab)SP + P?,

T, = 2P2,

T3 = a202(5 b)2 + 2% (S — a)? + a®b* (S — ¢)?
= S%(a®c® +b2c? + a®b?) — 25(a*cb + b**a + a®b?c) + 3P?
= S2%(a®c® + b%c® 4 a®b?) — 2SP(ac + be + ab) + 3P?,
de modo que

A=T1+T2—-T;
= (bc + ac + ab)?S? — S*(a*c? + b + a*b?)
= 5%(2a*bc + 2ab*c + 2abc?)
= S%[2P(a+ b+ c)]
=2PS°.



10 Questéo [Valor 1,0]:

a) Para um polinbmio de coeficientes inteiros, as possiveis raizes inteiras

b)

sdo os divisores de seu termo independente ag. NO caso, como ay €
{0,1}, entdo, a principio, as raizes inteiras de P(x) sdo = € {-1,0,1}.
Porém,

2014
P(1)=1+) a;>1>0,
=0
ja que a; > 0. Logo x = 1 n&o é raiz de P(z), de modo que as Unicas
possiveis raizes inteiras de P(x) sdo x = —1 e« = 0. De fato, z = 0 é
raiz para qualquer P(z) em que ap = 0. J& « = —1 é raiz, por exemplo,
do caso P(z) = 2201% + 1.

Pelo item anterior, para que P(x) tenha duas raizes inteiras distintas,
necessariamente devemos ter P(—1) = P(0) = 0. Assim a¢ = 0 e ainda

2014

P(-1) = =14 ) ai(-1)
i=1

1007 _ 1007 _
= -1+ Z agi—1(—1)%71 4 Z agi(—1)%
i=1 i=1

1007 1007

=-1- Z azi—1 + Z az;
=1 =1
= -1~ Nimpar + Npar
=0
= Npar = {Vimpar + 17
onde Npa: € Nimpar S80 0S nUmeros de coeficientes a; néo nulos (ou seja,

iguais a 1), de indice i par e impar, respectivamente. Para um dado par
de valores (Npar; Nimpar), pPodemos formar

1007 1007
NP(Npar;Nimpar) = <N ) X (N )
par impar

polindémios distintos. Como 1 < Np,, < 1007, temos entédo que o numero
total N de polindmios P(z) que possuem duas raizes inteiras distintas é

1007 1007
1007 1007
N = Z NP(NparaNpar_l): Z (Npar> 8 (Npar_]').
Npar:1 Nparzl



1.4 Vestibular 2013/2014

1.4.1 Prova Objetiva

1» Questdo, [Valor: 0,25]: (C) 22"
Analisando cada namero:
o 7.8l =7.8.7.6.5.4.3.2 = 7.27.32.5.7 = 3157.2".
o 99 =318,
o 227 — 92" _ 916 _ 51997,
. 333 — 327,

o 21353 =125.213 = 8000.2".
Com isso, é facil ver que (D) > (B), (E) > (C), (B) > (C) e (A) > (C), de modo
gue (C) é o menor niumero de todos.

22 Questao, [Valor: 0,25]: (X)
Do enunciado,

z=a?+b+c%=1

y 'y
T A _
AT A= JyJ ?; ; Conl{y:ab+bc+ca=0 )

ESIIN S

pois ATA = I. Porém, como a,b,c > 0, entdo y > 0, de modo que ndo
existem a, b, ¢ que satisfazem as condi¢Ses do problema.

3* Questdo, [Valor: 0,25]: (C) {6 <k <9}
Para termos W # (), devemos ter

2k+1<3k—-5=k>6.

Além disso, para satisfazer a segunda condigdo, W deve ser um subconjunto
de S, de modo que

3<2k+1 k> 1
{222%—5 {k;§9 »lsks®.

Determinando a intersecao dos possiveis valores de k, tem-se 6 < k£ < 9.

4> Questdo, [Valor: 0,25]: (B)e?+e ' +e
Sejam a =Inz, b =Iny e ¢ = In z. Tirando o logaritmo natural das relacdes
dadas. tém-se

b—i—c—i—%c—i—%a:l a+4b+6¢c=14 a=2 x = e?
a+3b+2c=1 ={a+3b+2c=1=b=-1=y=¢"1,
a—c—%b—%c:l 2a —b—3c=2 c=1 z=e

demodoque (z+y+2z2)=e?+e ! +e.



5% Quest&o, [Valor: 0,25]: (D) i¢

Comoc=+3ee=%<= Y3 entdoa=2eb= a2 = 1. Comisso, a
elipse é descrita por

2 2 2 2
x Y T Y
4+1 ou 1+4 ,

cujas intersecdes com as retas y = +z sdo, em ambos 0s casos,

(1265200
5 5

Logo, a area S do retangulo ABCD é

45 ’ 16
()

6 Questao, [Valor: 0,25]: (E) b —2c=1

B

0
D

Como ABC e C'DA s&o retos, entdo o quadrilatero é inscritivel num cir-
culo de diametro AC, conforme ilustrado na figura acima. Usando a nota¢ao
0, = BDC e 6, = BCA, como ADB = ACB, entdo

ADC = ADB + BDC = 6, + 6, = 90°.
Assim, usando as relac6es de Girard, devemos ter

sen 61+ senfy = —b:> sen 01 + sen(90°—0;) = —b: senfi+cosf; = —b
senf.senfly = ¢ sen f.sen(90°—601) = ¢ senfq.cosf, =c

Substituindo a primeira equacgdo ao quadrado na segunda, tem-se

sen6; + 2sen 6 cos; + cos’ 6, = b% = 1+ 2¢ = b



7% Questao, [Valor: 0,25]: (B) &

T
A C
P s
0
T O
Q B

Pelo teorema de Pitagoras no triangulo retdngulo AOTQ,

2

Como O é médio de AB, entdo T é médio de PQ e assim,

PT _QT _V3_ ,_

cos = — il
A0 R 2 6



8% Questdo, [Valor: 0,25]: (B) V7

S
A
V2 V5
1
PRz D : B
1
N VAN P
¢ C

Com os dados do problema, é simples determinar que

DB:\/(\/5)2—1+\/(\/3)2—1=1+2=3.

Assim, dos tridngulos retangulos ASDA e ASDB, tém-se

{ SD? = SA? - DA% = SA? -2

SD?=SB?> - DB?=SB>-9
= SA? - SB?* = (SA+ SB)(SA— SB) = 7(SA— SB) = -7,

de modo que
{ gfxfggil = SA=3eSB=4= SD=+/SA2 -2 =17

Logo, o volume V' da piramide é dado por

D 22xJ7
:SABCDXS _ 5 \/_:\/7

V
3 3




92 Questdo, [Valor: 0,25]: (D) f(a) > f(d) > f(b) > f(c)

Pelo gréfico de f(z) ilustrado acima, nota-se que o valor de f(x) é to
menor quanto mais proximo x esta de 7, o que pode ser medido pelo médulo
de seu seno (se o angulo esta no 1° ou 2° quadrantes). Do enunciado,

_1 2. 1,
sena = 3 sena = 5 ~ 0,11
_ 5 2p _ 25
tgb= 3 senb = 33 ~ 0,61
1 2 8 ’
cosc=—3 sen“c = ¢ ~ 0,89
__5 24 — 16
cotgd = —3 sen“d = 57 ~ 0,39

com a e b no primeiro quadrante e c e d no terceiro quadrante, de acordo com
as respectivas imagens das fun¢des trigonométricas inversas. Dos valores
de sen’z acima, ¢ € 0 mais proximo de 3. seguido de b, d e a, de modo que

fla) > f(d) > f(b) > f(c).

10* Questdo, [Valor: 0,25]: (C) 3
O sexto termo tg € dado por

<= () ) ()

93 logy (3e=1 41
7! 2 1
= — (z—1) - @ @@
512! ( 9 + 7) (210g2(3(w1)+1)>
(z—1)
_g (AT
3@=1) 41
2x
(3 E063)
3.3 +9
Assim, como tg = 84, tem-se

12+4/144—108 1246
2 2
Logo, a soma S dos possiveis valores de x é igual a S = (1 + 2) = 3.

327_ 19371927 =0= 3% = 3ou9=z=1o0u2.



11* Questdo, [Valor: 0,25]: (D) 2.tg~" (3)

Im[z] A

26

a2 — a1
»

Re[zr]

O lugar geométrico desejado no plano complexo é o circulo de centro
O = (0,2617) e raio r = 10, conforme ilustrado na figura acima. Logo, 0s
valores maximo e minimo de seu argumento é definido pelas tangentes ao
circulo a partir da origem, de modo que

Qg — Q1 10 5 N Qg — a1 5 12
n-——— — — — - ==
ST 2% 13 T 2 13 13

5
az — o ﬁ_5
13

= ag — a1 = 2.arctg ok

12* Questdo, [Valor: 0,25]: (B) 8
Sejam a, b e ¢ 0s trés termos consecutivos da PA citados no enunciado, tais
que (a + ¢) = 2b. Pelas relacdes de Girard, tém-se

Si=a+b+c=b+c
Sg—%:(ag—l—bg—i-cQ)—%:bc

Assim, da primeira equac¢éo a = 0, de modo que ¢ = 2b, e a segunda equa-
¢do nos da que

1 1 V6
b= +4b 5 b* = 3b 2:>b e

pois a PA é crescente. Logo, como a = 0, a razdo r da PA é dada por
r=b= %.



132 Questéo, [Valor: 0,25]: (A) %
As raizes da equacao dada séo

_9+81-32 947
N 2 2
Para o intervalo dado de z, tem-se 0 < senx < 1, de modo que

=8el.

1 1
sen’z + sen*z + sen®z + - .- = sen’x — | = sen’z 3 = thx,
1 — sen“x cos*T

e a expressdao da raiz dada por ser simplificada para
ethm n2 _ eantgzw _ 2tg2m — 8= 23.
Assim, para 0 < x < 7, devemos ter

77: coszT _ % _\/g—l
3 cosx—i—senx_l_,_ﬁ_ 2
27T 2

tg?z =3 = tgm:\/§:>a::

14* Questdo, [Valor: 0,25]: (E)O
Desenvolvendo a expressao F dada, tém-se

1
E = sen (logx).sen (logy) — 3 cos(log g) — cos(log z.y)

= sen (logz).sen (logy) — %{ cos[(log z) — (logy)] — cos[(log z) + (logy)]}

1
= sen (logz).sen (logy) — 5 [2sen (log x) sen (log y)]
=0.

15* Questao, [Valor: 0,25]: (A) 17
H4, na festa, um total de (n + 2) pais. As n familias com 2 filhos podem
formar nxC3 = 3n duplas distintas e as 2 familias com 1 filho podem formar
2x C? = 2 duplas distintas para compor a equipe que compete com o pai
escolhido.

Logo, o total T' de formas distintas (considerando também a cor) para
compor as equipes é tal que

T =2x(n+2)x(3n+2) = 2014 = 3n* + 8n — 1003 = 0,
de modo que

—84++v64+12.1003 —-84++12100 —-8+110 102




1.4.2 Prova de Matematica
1* Questdo [Valor 1,0]: Sejam 1234 = (f£a £ bi), coma,b € R*, e x5 =
|21.2,3.4] = Va2 + b2 as raizes de P(z). Por Girard, tém-se
T1 4+ To+ T3+ T4+ 25 =125 = 3.
Com isso, P(z) pode ser decomposto da forma
P(x) = (x — 3)(2* + 1022 + 81),
de modo que as raizes z 2,34 S80 dadas por

—10 £+ /100 — 4.81
x1,234 = i\/ \/2 = i\/—5 + 2iV14.

22 Questdo [Valor 1,0]: Fazendo a primeira coluna receber a soma dela
mesma com a terceira coluna e, em seguida, fazendo a nova primeira linha
receber ela mesma subtraida da nova quarta linha, tem-se que o determi-
nante A desejado é igual a

1w 0 i 00 -1 0
A0 1 =i w01 i w?
0 w i—1 1 0 w i—1 1
1w 1 1w 1

Assim, usando Laplace na nova primeira linha, tem-se

w2

0 1

2

A=-1.0 w 1 ——1(1—w3)—<cis3§>—1—(cis27r)—1—0.
1 w 1



3% Questao [Valor 1,0]: Desenvolvendo o produtério da equacédo, tem-se

y—1

[T -2 =yvx(y—Dxly—2)x..x2x1 =y,
z=0

de modo que a equacéo é equivalente a z? = 25:1 y!. Na tabela abaixo,
nota-se que o lado direto da equacdo € maior do que o lado esquerdo para
z = 4. Quando z aumenta de uma unidade, o valor de z2> aumenta de
(2z + 1) e o valor do lado direito da equacédo aumenta de (xz + 1)!. Como
(x+1)! > (2x+1), paratodo = > 2, entdo = = 1 e = = 3 indicados na tabela
sdo, de fato, os Unicos valores que satisfazem a equacéo do problema.

A ERID o
1 1 1 1
2 4 2 3
3 9 6 9
41 16 | 24 33

42 Questdo [Valor 1,0]: Pelo dominio da funcao logaritmo, devemos ter

cosx >0 x
cosz # 1 :>2k7r<x<(2k7r+§),k€Z.
senx > 0

Usando a propriedade de mudanca de base, a equac¢éo do enunciado pode
ser desenvolvida da forma

4 (log sen2m> (1og senm) B 21og? sen z

2
= = = log senx
log cos log cos? 2log? cos x cos® ’

de modo que

log.ps, Senx = £2 = senx = cos™? z.
O caso senz = cos~ 2z ndo gera solucéo satisfazendo 0 < senx,cosz < 1.
Assim,

—-1+£v1+4
senx = cos?x = cos*x +cos?’x =1 = cos’x = %

Descartando a raiz espuria, tem-se

5—1 5—1
V5 = x = 2km + asen\/_

COS2 Tr = Ssenxr —

, keZ.



52 Questéo [Valor 1,0]:
A B

D (o4

Aplicando o Teorema de Pitdgoras na figura em destaque da base ABCD,
onde DM = MC, tém-se

AM? = (AD? + DM?) = (AP? + PM?) = (AP? + MC? — PC?)
= AD? = AP? - PC*.
Logo, aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo em destaque,
AD? = (NA? — NP?) — (NC? - NP?) = NA? - NC? =,
de modo que AD = V/k.

6% Questao [Valor 1,0]: Usando a férmula de soma de PG, o nimero N do
enunciado por ser escrito como

N = i/37>< 1001001...001 — 1039 111...1
N—_——— N—_——
3x29 algarismos 30 algarismos

29 29
= |37 1000" — 1030 " 10¢
i=0 =0
100030 — 1 1030 — 1
_ 3 — 1030
\/37< 1000—1) 0 <10—1>
_ (100 -1 1030 1030 — 1
27 9
B §/1090 — 3% 1060 +3x 1030 — 1
N 27 ’
de modo que
N ¢ (0%~ )? 10 -1

= 333...3 .
——

30 algarismos

33



7% Questao [Valor 1,0]:

a)

b)

LN

B C

>
T

Na figura acima, tém-se B = (—,0), C = (5,0) € H = (zo, ). Com isso
as retas BH e C'H séo descritas por

BHy: m(2x+a)

CH:y:m(Zx—a)
O lado AB passa por B e é perpendicular a C H. Analogamente, o lado
AC passa por C e é perpendicular a BH. Logo, as retas suportes desses
lados séo descritas por

= A = (xo,
AC :y = 72((122%) (a — 2x) a

{ AB:y:wmﬂ-?@ 2(@2—4x(2)))

2(a®—42?)
a ’

de modo que o lugar geométrico do vértice A € a parabola y =
excluindo os pontos B e C, com vértice em (0, 2a).

No caso, a area do triangulo AABC é dada por 4% onde y4 > 0 é a
ordenada do ponto A.

Pela equacédo da parabola, o valor de y4 > 0 pode ser tdo pequeno
quanto se queira, de modo que a area minima do tridngulo é também téo
pequena gquanto se queira.

Caso a area solicitada fosse a maxima, devemos maximizar y 4, que cor-
responde ao vértice da parabola em que y4 = 2a, de modo que a area
maxima é a?.



82 Questao [Valor 1,0]:

Se todos os alunos fizerem a prova individualmente, ha 1 possibilidade
apenas dos alunos se organizarem;

Se houver 1 par apenas, ha (}) = =%; = 36 possibilidades de se

compor esse par, e os demais alunos fazem a prova individualmente;

Se houver 2 pares, ha (Z) = 097'4 = 126 possibilidades de se escolherem
0s 4 alunos que formardo os pares, 3 possibilidades de se formarem
0s 2 pares (dados que os 4 alunos ja foram escolhidos), e os demais
alunos fazem a prova individualmente;

Se houver 3 pares, ha (2) = 697'3 = 84 possibilidades de se escolherem
0s 6 alunos que formardo os pares, 5x3 = 15 possibilidades de se
formarem os 3 pares (dados que os 6 alunos ja foram escolhidos), e
0s demais alunos fazem a prova individualmente;

Se houver 4 pares, ha (g) = 897'1 = 9 possibilidades de se escolherem
os 8 alunos que formarao os pares, 7x5x3 = 105 possibilidades de se
formarem os 4 pares (dados que os 8 alunos ja foram escolhidos), e o

aluno restante faz a prova individualmente.

Com isto, o total T' de possibilidades dos alunos se organizarem é

T=1+36+126x3+84x15+9x105=1+ 36 + 378 + 1260 + 945 = 2620.



92 Questéo [Valor 1,0]: Desenvolvendo a primeira equagéo, na qual deve-
mos ter z,y > 0,

3\/5
3 WA = z3 y3vy.
Analisando a derivada da fungéo f(z) = z3v*, podemos escrever que
VZin3 In3
oY _ aVE VEY _avE, T3VTIN3 g n
[l(x) =3VT +2(3V") =3vV" + NG 3<1+2\/E),
pois, denotando g(z) = 3v7,

Ing(z) = vxIn3 = (Ing(z)) = ﬁx).g’(x) = (vz)'In3 = lx*% In3

g(z)In3  3V®In3
2/ 2y

Logo, f'(x) > 0, para todo = > 0, de modo que f(z) & sempre crescente, e
assim x3V* = y3v¥ se e somente se = = .
Usando essa relagé@o na segunda equacgdo dada, tem-se

5E£+25-16
2

[\

=g'(z) =

427 4237 = 5227 = 27(227 _ 527 4 4) = (0 = 2" = =1lou4.

Considerando que = > 0, conforme indicado no inicio da solucéo, o sistema
dado tem entdo uma Unica solugdo =z = y = 2.



10 Questao [Valor 1,0]: (baseada em solu¢édo do rumoaoita.com) Sejam
as relagfes bésicas de um triangulo qualquer:

S = %absené’zpr
a _ _b _ c_—9R

sen A sen B sen C'

Usando a desigualdade das médias, vabc < “t2t<, tém-se

(atb+c)® 3

%“bﬁzprjm=i—bcéijg érRs%:ngé—p;.
Além disto,
oR — ] a+b—A|—c _ ] 2pA ]
senA+ senB + senC sen A+ sen B + senC
=rR= - Pr_ = _ SA _ > S
sen A+ sen B+ senC  sen A + sen B + senC %
=rR> %S,

pois a funcdo senz é cdncava no intervalo = € (0, 7), de modo que a desi-
gualdade de Jensen nos da que

senfl—l— senB—i— sené' (A—i—B—i—C‘)
3 < sen —3

= Sen/l—l— senB—l— sen ' < 3seng

= Sen/l—l— senB—l— sen ' <

w
w%
)



1.5 Vestibular 2012/2013

1.5.1 Prova Objetiva

1? Questdo, [Valor: 0,25]: (B)2a =10
Sejam rq, ro € r3 as raizes de P(z) e ry, ro € r} as raizes de Q(x). Por
Girard, tém-se

ri+re+r3=—a ri+ry+r3=0
7“17“2+7“3(7“1 +T2)=0 e 7“17“24-7“:/3(7“14-7“2):[) ,
rirery = —18 rirery = —12
e assim
/ _
Th—T3=a ,
rs _ 18 _ 3 =>r3=—3aer;=—2a.
rl T 12 T2

Substituindo esses valores nos sistemas originais, tém-se (r; + r2) = 2a €
ainda

{ rirs + (—3a)(2a) =

0
rirs + (=2a)(2a) = b = 6a=>b+4a = b= 2a.

2?2 Questao, [Valor: 0,25]: (B) tg (9°)
Lembrando que

cos 36

cos(20 + 0)

= cos 20 cosf — sen20senf

= (2cos? 6 — 1) cosf — 2sen’d cos §
=[(2cos?0 — 1) — 2(1 — cos® #)] cos 0
= (4cos? 0 — 3) cosb,

entdo a expressao E do enunciado pode ser reescrita como

cos27° cos81° cos81° sen9° o
E = X = = = tg9°.
cos9°  cos27° cos 9° cos 9°




3* Questao, [Valor: 0,25]: (C) [10,15)
Para z > 0 e 3z # 1, fazendo a mudanga do logaritmo para a base 3, a
equacao do enunciado se torna

1og3§ 9 1 —logsx 9
Ly | =1= —=2"=1-1 =(1-1 1+1
log33x+ 0g3 T T+ log, 2 ogzz = ( ogs x)(1 + logs x)
logsz =1
= ou

(1+1loggz)? =1
= logsz =1,00u —2
= 313231,3O ou 3_27

de modo que a soma S dos quadrados das solugbes reais é dada por

2
1 1
5—32+12+<§) =10+ g7 = S €[10,15),

42 Questao, [Valor: 0,25]: (B) I e Il apenas

[) Do enunciado,
(a—b)?=a?—2ab+b>>0
(b—c)2=0%—-2bc+c2>0 = 2(a®+b*+c*) > 2(ab + be + ac),
(c—a)?=c?—2ac+a*>>0

e a afirmacdo | é verdadeira;
II) Do enunciado,

(a+b)(a—b)2*>0= (a®>—b*)(a—b) > 0= a®+b>>a’b+ ab?

e a afirmacdo Il é verdadeira;
lll) Se a =3eb=1,entdo é simples ver que

> = =9-1=8
(a—b)t=2"=16 ~

e a afirmacao Il é falsa.



52 Questao, [Valor: 0,25]: (D) mn
Substituindo o valor de = = % da primeira equacao na segunda equacao,
tem-se

c—by
p( - )+qy=d=> (ag — pb)y = pc — da.
Logo, como o sistema é indeterminado, tém-se

pm
:p—l—q:T:mn.

ag=pb=p(m—a) _ [ alp+q)=pm
pc = da = nca p=na

6* Questdo, [Valor: 0,25]: (A) 3150
O coeficiente ¢ de z*y* é dado por

100 10x9x8XTx6x5
414121 (4x3x2)x(2)

c =10x9x7x5 = 3150.

7% Questao, [Valor: 0,25]: (B) 13

Sejam AH = he BM = x. Como M é médio de AC, entdo MC =
MA = 4. Além disso, por Pitagoras, tém-se

AB =+/BH? + AH? = /16 + h?
HC =+AC? — AH?2 = /64 — h2

Assim, aplicando a lei dos cossenos nos triangulos ABAM e ABCM, tém-
se

BA%? = BM? + AM? — 2BM x AM cos @
BC? = BM? + CM? +2BM xCM cos 6

16+ h? = 22 + 16 — 8z cosf
16 + 8v/64 — h2 + 64 — h? = 22 4+ 16 + 8x cosf

= 96 + 8v/64 — h2 = 222 + 32
= 22 =32+ 464 — h2.



Para haver solugéo inteira, devemos ter

0<h<8=0<h?<64
=0<64—h><64

=0<v64—h2<8

= 0 <464 — h2 < 32
:>32<(x2:32+4\/M)<64
= 22 = 36 ou 49,

de modo que a soma das solugdes inteiras € dada por S = (6 + 7) = 13.

82 Questao, [Valor: 0,25]: (C) 2
Do enunciado,

A = 22422 4+ 302 - 323 — 2t — 20 = 2 — 323+ 42% - 20 = x(x—1) (2% —22+2),
cujas raizes reais sdo apenasx =0e x = 1.

92 Questao, [Valor: 0,25]: (D) 2
Como a e b séo positivos, os mdodulo e argumento de z séo tais que

|Z|:W:1 N a:b(1+b2)
argz = —arg (i) — 2arg (1 +b) = -7 arg (141ib) = %

Assim, da segunda equacéo, tem-se b = 1, de modo que, da primeira equa-
¢ao, tem-se a = 2.

10* Questdo, [Valor: 0,25]: (C) 66
Seja n 0 numero de termos inseridos entre a; = 3 € a,+2 = 192 em cada
progressao, de modo que

{ 192=3+ (n+1)r é{ (nﬁlz)

189 = 33x7
192 = 3¢"+! q" '

T =
64 = 26

Do enunciado,

1 28
8 —:—:L:>rq:28><9:22><32><7.
2)q¢> ¢  9q

Como r e ¢ séo inteiros, das propriedades acima, r é primo com 2 e g €
primo com 3 e 7, e assim

r=3*x7=63 e q=2?=4,
e 0 segundo termo da progresséo aritmética é (a; + r) = 66.

sIn: Por curiosidade, n = 2.



9
11® Questdo, [Valor: 0,25]: (A) %

Para que o menino esteja a 5 m da posicao inicial, em 9 langcamentos da
moeda devem ter saido 7 caras e 2 coroas ou 7 coroas e 2 caras, com
probabilidade P total, dentre todos os possiveis resultados, dada por

B _,% o
P:2><2L9=2%:%.

12% Questéo, [Valor: 0,25]: (C) 922 + 49y — 441 =0
YA

A

Yp

Na figura acima,

xp = Tcosl (xp
Yp = 3senf




2hv/3  R2h
h—2R

132 Questdo, [Valor: 0,25]: (A) —3

Sejam / o lado da base da piramide e 26 o angulo em destaque na figura

acima, de modo que,

o] =

h
2
Logo, pela férmula da tangente do arco-dobro,
sen2f  2senflcosf)  2tgl
cos20  cos?f — sen2 1 —tg2f’

tg20 =
tem-se que
9_R
h % 4R?
2 1— ( R
]
= h (30 —4R?) = 6(’R
2 4R?h
3(h—2R)’

Com isso, o volume V da piramide é dado por

658K 2hy3 AR W3 2R?RAV3
B B ~3(h—2R) 2 3(h—2R)

v
3 2



142 Questso, [Valor: 0,25]: (E) ?\/ 10— 2V5

Seja r o raio de cada uma das cinco circunferéncias que compfem a
figura dada. Pela semelhanca dos triangulos em destaque na figura a es-
guerda, tem-se

2 2
ot =22+ (2r)r — (2r)2 =0

T 2r
o =2r + /(2r)% 4+ 4(2r)? _ -1+ NG (2r)
2 2
2 _3-V5

= g% =
2

Pela semelhanca dos tridngulos em destaque na figura da direita, tem-se

(2r)%.

r _ R 2/ p2 2\ _ p2.2 2 _ R*z?
;—Wéx(l% —T)—RT i?"—m,
de modo que
2,.2
— -9 —

7,2 _ 2(3 \/5)R r = 7,2 _ (5 \/3) R2 _ 5 \/5R2

R2 +2(3 — /5)r2 2(3 —/5) 8

Com isso, o perimetro p desejado é dado por

p= % oy = 51—7027rr ~ T = 7y 2 _8‘/53.



15* Questéo, [Valor: 0,25]: (E)SeAcCeBcCcCentdio AUBCC

Por contra-exemplo, podemos mostrar facilmente que as opcdes (A), (B),
(C) e (D) séo incorretas. De fato, sejam os conjuntos A = {1,2}, B =
{1,2,3},C ={1,4}, D ={1} e U = {1, 2,3,4}, de modo que:

e AND=BnND={1} c C,mas AN B = {1, 2} ndo é subconjunto de
C.

e C1 =ANBNC=0,Co=ANBNC=0eCs=ANBNC={2},e
assim (CLUCy)NCs =0 # ANB={1,2}.

e C1UCLUCs={2}e AnBNC = {1},de modo que C; UCy, UC5 =
{1,3,4} #AnBNC.

e (ANB)U(BNC)U(ANC) ={1,2}u{1}u{1} = {1, 2}, que é diferente
de C, UC, UCs = {2}.

Ja no item (E), tem-se que AUB = AN B, de modo que, de fato, se
AcCeBcC,entado ANB=AUBCC.




1.5.2 Prova de Matemética
1# Questdo [Valor 1,0]: Desenvolvendo o logaritmo dado,

2
log\/g(a)Q _ log(a) _ ? loga _ loga
logvb  3logh log b

=4logya=4=log,a=1=a=0b.

Com isso,
log, (ab)™ = log,(a)*™ = log,(a)*™ = 2m.
Usando essas relacdes, a equacgédo polinomial dada torna-se
2 —182% + (2m + 8 —m)x — 2m = 2 — 182 + (m + 8)x — 2m = 0.
Sejam r1, ro € r3 as raizes dessa equacao. Pelas relagcbes de Girard,

r1+re+r3 =18
ro(r1 +73) +rirs =m+8
T1T2T3 = 2m

Se as raizes estdo em progressao aritmética, (r, + r3) = 2r, € a primeira
relacdo acima nos diz que r, = 6. Substituindo esse valor nas duas outras
relag@es, tém-se

6@2re) +rrs=m+8 o M _ o g6
6r17m3 = 2m 3

22 Questao [Valor 1,0]: Substituindo by = cz na primeira equacao, tém-se

ax + by = 2abc . _ _ _

{ 30z — by = —abe = ar = by = cz = abc = x© = be,y = ac, z = ab.

Substituindo essas expressdes na quarta equacao dada,
ryz = a’b?c? = 20132 = 32 x 112 x61°.

Como 3,11 e6lsdoprimosentresie2 <a<b<c entdoa=3,b=11e
¢ =61, de modo que x = 671,y = 183 e z = 33.



3* Questao [Valor 1,0]:
Lema 1: A solucdo da equacao de recorréncia b(k + 1) = 2% + 2b(k), para
k >1,comb(1) =1, é dada por b(k) = k2~~1,

[ |
Lema 2:
n n k n o n n n—k41 noon4l k
I i el @ -1\ a —a
I S B M M R
= k=11=1 k=1 1i=k k=1 k=1
de modo que
n
na™tt =Y gk np1[(a" =1
ikk g S R O N Bt )
a = = = .
a—1 a—1 (a —1)2
Para a = 2, essa expressao se reduz a
n
d k2P =(@2n-n-12"" 2= (n-1)2"" +2.
[ |

No problema dado, seja

a9

c(k) d(k)
de modo que
kil ak | alk) bk) 2 1| | 2a(k) a(k)+ 2b(k)

AT = AxA= [ o(k)  d(k) ] [ 0 2 } = [ 2e(k) (k) + 2d(k)
Com isto,

a(k +1) = 2a(k) a(k) =2k

bk+1) = a(k) +2b(k) _ | blk+1) = 2"+ 2b(k)

ek +1)=2¢(k) c(k)=0 ’

d(k + 1) = c(k) + 2d(k) d(k) = 2

pois a(1) = 2, b(1) = 1, ¢(1) = 0 e d(1) = 2. Logo, pelo Lema 1, b(k) =
k2F~1 k> 1, e a matriz B é dada por
Zk:l 0 Zk:l 2

cuja soma S dos quatro elementos, usando o Lema 2, é dada por

_ S k k—1 kY __ 2"—1 l _ n+1 _ n__
S_k;@ +E2F 142 )_2.2( 5T )+2 [(n—1)2""142] = (n+3)2"-3.



42 Questdo [Valor 1,0]: Desenvolvendo o produtério P, tém-se

2T kr\] kn
k=0 * - k=23
q 22

e 07Y]

- k=0

22

k=0 L 18 1+ tg 5 tg(150
i (k—W> 4 1ol
k=0 L 180/ ] L L+ tg(%)
T [ ()| et tg({%)}
k=0 L 180 /] L L+ tg(%)
—ﬁ_l_f_tg(k_ﬂ-)_- 2
k=0 L 18 __1+tg(%)
2
= 2
k=0
_ 923

de modo que m = 23.

5% Questéo [Valor 1,0]: Como p # 0, a solugdo Z; = —Z, com Z; e Z,
reais, ndo é possivel. Assim, Z; e Z, devem ser complexos conjugados, de
modo que p? < 4q e ainda

- _P
7 —pEVP:—4q —pj:z'\/4q—p2:> R{Z12} = -5
12: =
’ 2

4q—p?
2 {7y} = YL
Com isto,
P>+ (4 —p?
7] =1zl = U _ g
e assim

2 2
cos? & — (%{21’2}) -
2 |Z1 2] 4q



6* Questao [Valor 1,0]:

B L C

Como AD = mDB e AB = (AD + DB), entdo AD = 5 AB.
Seja DI || BC. Pela semelhanca dos triangulos AADI e AABC, tem-se

AD :A_B N AD.BC _ i AB.L _ mL
DI BC AB AB m+1’
e, como M H é base média do triangulo AE DI relativa ao lado DI, entdo
gL mL
2 2(m+1)

7% Questao [Valor 1,0]:

A C Bz

1# Solucéo (Geometria Sintética):  Sejam BCP=6,X a intersecdo de AP
e BQ, M a intersecdo de AP com CQ e N a intersecdo de C'P com BQ,
conforme ilustrado na figura acima.

No triangulo isésceles ACQB, em que CQ = CB, tem-se CQB =
CBQ = (60°—%), de modo que CN B = (120°—%) e assim CN X = (60°+Y).

Analogamente, no triangulo isésceles ACAP, em que CA = CP, tem-
se CAP = CPA = (30° + %), de modo que CMA = (30° + §) e assim
CMX = (150° + 9).

Com isso, no quadrilatero CM X N, tem-se M XN = 120°, de modo que
X pertence ao arco-capaz do angulo de 120° relativo ao segmento AB = 4.



2* Solucdo (Geometria Analitica):  Seja § = BC'P. Assim:
A=(-2,0), B=(2,0), P=(2cosf,2send) e Q = (2cos(d + 60°),2sen(f + 60°)).

Logo, a reta suporte de AP é descrita por

0 9

sen 6 2sen ¢ CoS o 0
= N——— = N—2 2 2)tg =
(@+ )Cost9+1 (z+2) 2 cos? & (z+2) &
e a reta suporte de BQ é tal que
sen(f +60°) 2sen 280" cos 50 6 + 60°

y=(r-2)

(D LAno) 1 - = (2 — t
cos(f +60°) — 1 (z—2) —9sen2 9+260“ (2 — x) cotg

Com isso, a abscissa xy do ponto X = AP N B(Q é dada por

cotg 9+60 — tg g 9 cos % cos g — sen g sen % 9 cos (9"’2600 + g)
Ty = = _ _ = _
0 cotg H% + tg g cos 94‘% cos g + sen g sen Q'F% cos (9+260 - g)
e assim
cos(6 +30°) 43
T = 2 = cos(6 + 30°).
0 cos 30° 3 0+ )
Um desenvolvimento analogo para a ordenada y, de X nos da que
4 sen (g + 9+60 ) + sen (g — %)
o= cotg & 5+ tg 9+60 7 cos g coS GJF% + sen g sen 9*%
e assim
sen (6 4 30°) — sen30°  44/3 1
=2 s = sen(6 + 30°) — = .
vo cos (Q‘F% — g) 3 ( ) 2

Com isso, tem-se

w () - ()

de modo que o lugar geométrico de X é o arco da circunferéncia de raio 47‘/5
e centro (0, QW) acima do eixo das abscissas.



8% Questao [Valor 1,0]:

a) Sejam det(A) e tr(A) o determinante e o trago, respectivamente, de uma
matriz quadrada A. Das propriedades de matrizes, tém-se

det(AB) = det(BA) N 125 — 121 = zy — 196 ol ry= 200

de modo que z = 20 e y = 10, pois = > y.

b) Como det(AB) # 0, entdo det(A) é ndo nulo, de modo que A é inversivel
e podemos escrever que

a5 o1 o 20 14
b=4 [11 25]:“4 [11 25} [14 10]

511 2
:>[11 25]A A[14 10]'

Usando a notacdo A = { z Z ] , ttm-se as equacdes

5a 4+ 11c = 20a + 14b 15a 4+ 14b—11c =0
5b + 11d = 14a + 10b N 14a+5b—11d =0
11a + 25¢ = 20c + 14d lla+5¢—14d =0
116 + 25d = 14c + 10d 116 — 14c+15d =0
Parametrizando em func&o de a e d, tém-se b = 11414 o o = Ld_lla,
de modo que
11d—14a 1 d 14a—11d
A= 14(1?11 > } => A =~ [ 1la—14d 5 )
=5 d Al =57 e
com
A _ g (11d = 14a)(14d —11a) _  154d” — 342ad + 154a>
N 25 B 25 '
Logo,

d 14ag11d:| [ 5 11] 1 [ %—%d (70a — 44d)
(

a 11 25 |~ A| (22a — 14d) Mba-154d



92 Questao [Valor 1,0]:

Considere o tetraedro de aresta a, com a base ABC no plano zy, com
a origem coincidindo com o centro da base, e o vértice D sobre o eixo z,
conforme ilustrado na figura acima. Nesse caso,
a\/g a a\/_ a a\/§ a\/é
— B=(—,——— - D= —)-
50 B= (5, —=¢".0). O= (5. ——.0), e D= (0,0, =)
Assim, para 0 < t < 1, as arestas AD, BD e C'D s&o respectivamente
descritas por

A= (0,

z=0 r=-52(1-1) r=5(1-1)
y="P A1), {y=—2L01-t) ¢ {y=-"L01~1)
Z:aT\/ét Z:aTﬁt Z*aT\/gt

Sejaoplano 7 : ax + By + vz = 1.
Oponto E=nNAD étal que

,BM(l—t)—i— a\—ft_l
Vi ta
T V- B)

e (O V3(av2 - V3) ﬁ(ﬁ—ﬁ@)
S\ 3(w2-p8) T 3(w2-h)

de modo que

DE—\IE<M>2+[\/6(\/§_BG) a\/612_|a'y\/§—\/§|.

W2-3 3W2—-p) 3 W2-8




Analogamente, o ponto F' =« N BD é descrito por

a a3 a6

14 a0 4 fods

=t=
a(g+ 52 +38)
1 ayv6 3 a6 6 aa | PBaV3
5(1— 3 T(l_ 3 T(1+7+ 5 )
= F= 3 6’ 3 6’ V3 6 ’
SHES TR S+ 52+ s+ 52+ 1P
e assim
2 2
o (o)) () ]
N 12 12/ a  B8VB , 1V6 3 \a, BV3 6|
PR PA\g+REe) 3
_ 162476
3a+ BV3+ 276
Por fim, o ponto G = 7 N CD é tal que
3 6
ag(l—t)—ﬁ%(l—t)—f— o6,
aa Bav/3
L=~ 2t
a(-g+ 52+ %)
1 a6 3 a6 6 aa BaVv3
oo z(vs -1 5(73 -1 5(1_74' 6)
R e i e M A i SV
de modo que

2 2
G - <3+L)<— ”T“g—1> +l@< [ >_a 6]

Substituindo os valores de ED, F'D e GD na relagéo do enunciado, tem-se
Lt 29v6 — 26V3  3a+BV3+27vV6  —3a+BV3+27V/6
DE FD GD |2a7+/6—6| |6 —2av/6] |2av+/6— 6]

67v6

2a7v/6 — 6
1

V6
6

e —
7T 946 — 36




OpontoT € 7 étalque T = (0,0, k), com
1 2aV6 iy

g 6 ’
de modo que a distancia DT é dada por

av6
DI'=———h=06.
3

sInl: Esta solucéo, naturalmente, seria inviavel no decorrer da prova.
sIn2: Fazendo o plano horizontal, do tipo z = k, tém-se DE = DF = DG =

3v/6. Com isto, pela semelhanca dos triangulos ADTE e ADOA, onde O é
a origem dos eixos coordenados, tém-se

DT_DO:>DT_QT6
DE DA 36

= DT =6.

10* Questao [Valor 1,0]: Para ser bijetora, a fungdo f deve mapear o con-
junto S de 9 elementos em todo o conjunto S. Para ter coordenadas em
comum, dois pontos devem pertencer a mesma linha ou mesma coluna do
conjunto S. A condi¢cédo “f(P) e f(Q) possuem coordenadas em comum se
e somente se P e () possuem coordenadas em comum” for¢a a que as
imagens dos pontos de uma mesma linha ou coluna de S seja uma (ndo
necessariamente a mesma) linha ou coluna inteira de S.

Naturalmente que a funcéo identidade f(P) = P satisfaz essa condicao.
Qualquer permutacao de 2 linhas também satisfaz essa condigdo, 0 mesmo
ocorrendo para qualquer permutacdo de 2 colunas (inclusive com as linhas
ja permutadas). A operacado de transposicdo (que transforma linha em co-
luna) do conjunto S também permite que a propriedade seja satisfeita.

Como h& 3! possiveis permutacdes de linhas, 3! permutacdes de colu-
nas e a transposicao multiplica por 2 as possibilidades, o nimero total de
fungdes distintas seria: 3! x3!x2 = 72.



1.6 Vestibular 2011/2012

1.6.1 Prova Objetiva

1? Questdo, [Valor: 0,25]: Anulada
Observando que = = 1 € raiz, a equacdo do enunciado pode ser facilmente
decomposta na forma

(x —1)(62° +2+3) =0,
de modo que as duas outras raizes sdo

—1++v1-4.6.3
r= —————"-".
12

Logo, a equacao original tem raizes complexas, inviabilizando o seu sentido
fisico e anulando a questao.

2% Questao, [Valor: 0,25]: (D)1e3
Usando as propriedades de que:

det[X.Y] = det[X].det[Y]
det[X"] = det[X]
{ det[X 1] = det ™' [X]
tém-se que
det[(CA")'] = det[C A"] = det[C].det[A'] = det[C].det[A],
det[P~'BP] = det[P~!].det[B].det[P] = det™ '[P].det[B].det[P] = det[B].

Logo, devemos ter

det[C].det[A] = det[B] = (4 —x)z = (—1) o =-3

=22 —42-3=0

44 /42 —4(1)(—
=T = 5 (1)( 3):2i1




3% Questao, [Valor: 0,25]: (C) 70

P Py

Das condi¢fes do problema, temos a seguinte recurséo (ver figura acima):
(PoP;)? = (PoPi-1))* + (Pi—1)Pi)?,
onde P;_)FP; = i. Logo,

(PoP2s)? = (PoPa3)* + (24)2
(PoPa3)? = (PoPa2)* 4 (23)2
(PoPa2)? = (PoPa1)? + (22)?

(PoPs)? = (PoPy)? + (2)°

cuja soma telescopica nos leva a
24
(PoP)® =) i
=1

Lembrando-se que a soma S,, dos n primeiros quadrados é dada por

1 1 1
Sn = gn?’ + 5712 + 67’1
tem-se entdo que
24)3  (24)2 24
PyPyy = /S = \/( 3) +%+E = /4608 +288+4 = v/4900.

42 Questao, [Valor: 0,25]: (C)0

A fungdo arcsenx € definida no dominio = € [-7,5]. Logo, para que a
equacao do enunciado seja satisfeita, devemos ter arcsenxz = arcseny =
arcsenz = 5, € assimz = y = z = seng = 1, de modo que a expressao

2
desejada é igual a
9

100 4 1100 4 1100
P+ 1+ 1 = 1101 4 1101 4 1101

9
=3—--=0.
3



5% Quest&o, [Valor: 0,25]: (E) &

Como ha 4 vagas vazias de um total de 11 (j& que a posi¢do da aeronave
esta necessariamente preenchida), a probabilidade de que uma vaga adja-
cente especifica esteja vazia é %. Considerando que esta tal vaga esteja
vazia, sobram 3 outras vagas vazias de um total de 10. Assim, a probabili-
dade de que a outra vaga adjacente também esteja vazia é 13—0, de modo que
a probabilidade desejada éiguala % x 2 = £.

6* Questao, [Valor: 0,25]: (B) (—30,—10]

Do enunciado,

=

2 1
w = cisg = c0s120° + 7sen 120° = —3 + 72

Logo,

3 V3, V3 1, o o e T
1—w= 5 5 i= \/5(——§> = v/3(cos 30° —i sen 30 )—\/5018(—6),
e assim

(1—w)® = (V3)° cisﬁ(—%) = 27cis(—m) = —27.

7% Questdo, [Valor: 0,25]: (A) a;\/:\/gt/%
2—-+3

a
2
[0}
h
h 1 ’\\

ha

Seja a = 15° de modo que

/1—cos 300
sen 15° _ C%S 243

cos15°  [1icos300 2443
2

Seja ainda h; 0 ap6tema da base, de modo que o volume V' da piramide &
dado por

V:—:

Sh _ (Gaha)h
3 3



Mas, pelas figuras acima, tém-se que

tga = = h = 5555 a’ a® V2 +/3
= =V = ==
8% Questdo, [Valor: 0,25]: (D) 822 +24y?> —m? =0
Seja F'G = n, de modo que
n?v3
SrcH = .
4
Além disto, do enunciado,
S
Sraca = Sapc — SaBurc = Sapc — 2Srucc = SrHCG = A;C-
Logo,
_ Spuoc _ Sapc __ n*V3 _ m*V3 m
SreH = 5 s T 1 - m énf\/g.
Com isto,
{ FC = 2ncos30‘1— %
GH = 2nsen30° = NG
de modo que a elipse desejada é descrita por
z? y2 z? ZJQ 2 2 2
(F_C)2+(G_H)271:> ooy +T—1:>8£L' + 24y* = m~.
2 2 (2v/2)2 (2v6)2

92 Questao, [Valor: 0,25]: (D) @
Usando a relacao

1
senacosb = 5 [sen (a + b) + sen(a —b)]
tém-se que

sen 70° cos 50° = 3 (sen 120° + sen 20°)
sen 260° cos 280° = 1 (sen540° + sen (—20°)) = 3 (— sen20°)

de modo que

1
y= §sen120° = ?



10* Questdo, [Valor: 0,25]: (A)2zx 4+ 3y —25=0
Determinando a interse¢éo da reta tangente y = ax + b com a curva dada,
tem-se

z® + 4(ax + b)* — 100 = 0 = (1 + 4a*)2? + 8abx + (4b* — 100) = 0,

cujo discriminante deve ser nulo para garantir uma Unica solugao (definicao
de tangente). Logo,

(8ab)? — 4(1 + 4a?)(4b* — 100) = 0 = b? = 25 + 100a.
Como a reta deve passar ainda pelo ponto P, devemos ter

3=8a+b= (3—8a)?=25+100a>
=9’ +12a+4=(3a+2)*>=0
2 25

= = —— b:—’
“=73° 3

de modo que a reta tangente € descrita por 3y + 2z = 25.
11# Questdo, [Valor: 0,25]: (C) 10 <n < 15

O polinémio dado pode ser escrito como (5z — 3)(z? — 12), de modo que
n=12.

T+ 2y

1—=z

Das propriedades da func¢éo logaritmo,

12# Questdo, [Valor: 0,25]: (A)

log. 18 log1o18  logio(2 x 3%2)  logyg2+2logp3 =+ 2y
O = = = = .
&5 log,g 5 log,, % 1 —logg2 11—z

13 Questéo, [Valor: 0,25]: (C) z2

12 solugdo: Do enunciado, tem-se f(a) = a?, e a Unica alternativa que
satisfaz esta relacdo é o item (C).

2* solugcdo: Como f(x) é um polindmio de segunda ordem, podemos es-
crever que f(z) = Az? + Bz + C, onde os coeficientes A, B e C podem ser
determinados pelas relagdes f(a) = a?, f(b) = b2 e f(c) = ¢, de modo que

Aa® +Ba+C =a?
AP +Bb+C=b =A=1,B=C=0= f(z)= 2>
A2+ Be+C =¢2



14* Questao, [Valor: 0,25]: (C) 2

Pelos dados do problema, o curso tem exatamente 6 alunos, pois menos que
isto é impossivel (ja que ha 6 alunos inscritos na disciplina A) e mais também
(pois 7 ou mais alunos implicariam um total de 21 ou mais inscrigdes, ao
invés das 20 existentes). Vamos chamar estes 6 alunos do curso de a1, as,
as, a4, a5 € ag.

Todos os alunos se inscreverem na disciplina A. Apenas um aluno néo
se inscreveu na disciplina B e o0 mesmo ocorreu na disciplina C. Como
cada aluno se inscreveu em no minimo trés disciplinas, ndo podemos ter
o mesmo aluno deixando de se inscrever nas disciplinas B e C, pois s0
sobrariam outras 2 disciplinas (A e D) para este aluno. Assim, seja a; 0
aluno que nao se inscreveu na disciplina B e a2 0 que ndo se inscreveu na
disciplina C. Novamente, como todos os alunos se inscreveram em pelo
menos 3 disciplinas, a; e as necessariamente se inscreveram na disciplina
D, e podemos denotar os alunos que ndo se inscreveram nesta disciplina
por a3 € a4, Sem perda de generalidade.

Com isto, os alunos as € ag necessariamente se inscreveram nas 4 dis-
ciplinas do curso.

15* Questdo, [Valor: 0,25]: Anulada
Observando que

N =27.209=7x 13 x 13 x 23,

€ simples perceber que os fatoriais de 1 < n < 22 ndo sdo multiplos de N
por ndo terem o fator primo 23. Além disto, os fatoriais de 23 < n < 25 ndo
tem dois fatores 13, presentes em N. A partir de 26 < n, porém, todos 0s
fatores de N se encontram no fatorial de n, de modo que o maximo numero
de elementos de G é 25.

Do enunciado, como G é um subconjunto, a principio qualquer, de F,
ndo podemos determinar exatamente o nimero de seus elementos, o que
provavelmente fez com que a questao fosse anulada.



1.6.2 Prova de Matematica

1# Questéo [Valor 1,0]:
a) Seja a; 0 i-ésimo termo da PA. Do enunciado, devemos ter

a% = ag.az; = (ay +67)? = (a1 +r)(a1 + 267)
= af + 12a17 + 36r% = a3 + 27ayr + 2612
= 10r% = 15ay7
= 2r = 3a1,

de modo que

_a7_a1+67“_20a1_
q_ag_ a+r n 5(],1 o

Logo, como r € inteiro positivo, 0 seu menor valor é r = 3, que corres-
ponde a a; = 2.
b) Parar =3 e a; = 2,tem-se a15 = a; + 17r = 53.
22 Questao [Valor 1,0]: Por Girard, devemos ter
r1+xo+2x3=a

T1T + Tox3 + w31 = §

T1X2T3 — Clb

de modo que
a:% + ch + ch = (x1 + 22+ x3)2 — 2(z1x2 + ox3 + T3T1) = a® —b.

Logo, o logaritmo desejado L é tal que

b
L =log, [ab(a)(az_b)} = log, a" = ba®.



3% Questao [Valor 1,0]: Seja x # kw, com k € Z, de modo que

S = 3secx — 3cosz — V3senx
3(1 — cos® ) — v/3senz cos x
cos T
3sen?x — v/3senx cos

COsS T

= Senx(?)sena: —V3cosz).
cosx

Logo, a equagéo do enunciado é equivalente a

(tgz —m)(3senz — V3cosz) =0
3 1
= 2V3(tgx —m)(% senx — 5608.13) =0
T T
= 2V3 (tgx —m)(cosgsenx — sen g cosx) =0

= 2\/§(tgx—m)sen(x—%) =0.

a) A solucdo da equacdo acima é

sen(r— %) =0 r=Fkr+ %
ou =< ou , comk € Z.
tgxr=m xr = km + arctgm

b) Para que « e g, tais que (a+ ) = 75°, sejam solu¢bes da equacéo dada,
devemos ter, por exemplo,

sen(a—%) =0
e = a=30°= F=45°=m = tg45° = 1.
tgB=m

42 Questao [Valor 1,0]: Do enunciado,

73 = a® + 3a®bi + 3a(bi)* + (bi)® = (a® — 3ab?) + (3a®b — b*)i = 3 + 3i,

de modo que

73 = 32 <g + g1> = 3\/5015(%) = |Z| = \3/375



52 Questéo [Valor 1,0]:

o>

R R
Ly

Sejam ¢, e ¢, as respectivas arestas da base e lateral da piramide de altura
h. Da féormula do volume, sendo S, a area da base, tem-se

2
N L, 12V 4V
3 3 12 Cev3 g
Analisando a figura com a face lateral inscrita no circulo de raio R, como o
angulo do vértice é 30°, é simples ver que a = 60°, e assim ¢/, = R e ainda

Vv

£y cos15° = R+ Rcos 30°

1 +c0s30° 1+ cos30°
b= T 1ECST R RV2(T cos300) = Ry/2+ V3.
cos 15° / 14-cos 30°
2

Por fim, por Pithdgoras no triangulo sombreado, tem-se

2
2 =n?+ <2£“/§> :

3 2
de modo que
4 2 2
2+ V3)R? = ;‘4/ + R? = (5+3V3)RS = 14472

[ 144V2 6
S R=¢ = /T2V2(3V/3 — 5).
5+3vV3 ( )



6* Questao [Valor 1,0]:

YA
e
60°
p [l q v
M
F
N / >
R Q d

12 Solug&o: Seja a pardbola y = az?, com vértice V = (0,0), foco F = (0, f)
e diretrizd : y = — f, de modo que, pela definicdo de parabola, devemos ter

1
(20)” + (azg — f)* = (azg + )* = f = 7-.
O parametro p de uma parabola é igual ao comprimento da semicorda

focal minima. Com isto, p = 2FV = 2f = ﬁ de modo que a parabola pode

ser escrita como y = 5-a”.

A reta suporte ¢ da corda focal M N tem inclinacéo de 30° e passa por F,
logo

3
c:y= tg30°x+f:§x+§,

cujas intersec¢des com a parabola séo tais que

V3
V3 p 1, T3 tanE 1123
—ITMNt T =—"TynN=>TMN = T =
3 2 2p ; 3
_ @(1i2)p\/§+g_a _(BE4p
YM.N =73 3 2 6
Com isto,
9
MQ=yu+f="2+"=2,
6 2
e o perimetro desejado € dado por
M M
RM+RQ+MQ = @ @ +MQ = 3+V3)MQ = (3+3)2p.

cos 60° + tg 30°



22 Solucdo: Pela definicdo de parabola, M F = M Q, de modo que no tridn-
gulo retangulo AM FM' tem-se

MM MQ-p 1
30° = = =—=MQ =2
sett MF MQ 2 @ =2,

e o perimetro desejado fica igual a (34++v/3)MQ = (3+/3)2p.

7* Questao [Valor 1,0]: Utilizando as propriedades basicas do resto da
divisdo, tém-se

(2r +3s) =0 (mod 17) < 30(2r + 3s) =0 (mod 17)
< (60r +90s) =0 (mod 17)
& [(97 + 5s) + (51r + 85s)| =
< [(9r + 5s) + 17(3r + 5s)] =
< (9r 4+ 58) =0 (mod 17).

(mod 17)
(mod 17)

0
0
8% Questdo [Valor 1,0]: Considere as duas propriedades de determinantes:

e O determinante de uma matriz ndo se altera se adicionarmos duas (ou
mais) linhas ou colunas;

e Se multiplicarmos uma linha ou coluna por &, o determinante também
fica multiplicado por k.

Assim, se /; e ¢; denotam a i-ésima linha ou coluna, respectivamente, da
matriz, considere os seguintes passos no calculo de f(z):

() Faca t1 = (€1 + l2 + l3 + Ly);

(i) Faga ¢; = ¢1/ki, com k1 = (x+a+b+c), e cologue este termo em
evidéncia no calculo do determinante;

(i) Faga ¢; = (¢; — 1), parai = 2,3,4;
(iv) Use Laplace na primeira linha, reduzindo a ordem da matriz;
(v) Faga ¢ = (41 + £2);

(vi) Faca ¢4 = ¢1/ka, com ky = (zx—a—b+c), e coloque este termo em
evidéncia no calculo do determinante;

(vii) Faga c, = (ca — c1);

(viii) Use Laplace na primeira linha, reduzindo a ordem da matriz.



Este procedimento leva ao seguinte desenvolvimento:

(z+a+b+c) (z+a+bdb+c) (z+a+db+c) (z+a+b+c)
a x c b
fl@) = b c x a
c b a x
1 1 1 1
a z c b
= (zta+tbtc) b ¢ x a
¢c b a 2
1 0 0 0
_ a (x—a) (c—a) (b—a)
= (@Hatbto)l e p) (w—b) (a—b)
¢c (b=c¢) (a—c) (x—c¢)
(x—a) (c—a) (b—a)
= (z+a+b+c)| (c=b) (x—0) (a—0b)
b—¢c) (a—c) (z—2¢)
(x—a—b+c) (z—a—b+c) 0
= (z+a+b+c) (c—b) (x —b) (a —b)
(b-c)  (a—c) (-0
1 1 0
= (z+a+b+c)(x—a—b+c)| (c=b) (x—=0b) (a—0b)
(b—c) (a=c¢) (z—20)
1 0 0
= (z+a+b+c)(x—a—b+c)| (c=b) (x—c) (a—Db)
(b—c) (a—b) (z—c)
= (z4+a+b+c)(r—a—b+c) Ei:gg Ez:i;
Logo,
f@) = (z+a+bte)(z—a—b+c)[(x—c)* — (a —b)’]

= (z4+a+b+c)(zr—a—b+c)(x—c—a+b)(x—ct+a—Db),

de modo que as raizes de f(x) séo

x=(—a—b—c),(a+b—c),(a—b+c),(—a+b+c).




92 Questao [Valor 1,0]:
a) Resolvendo em y a equacdo quadratica da curva, tem-se

—2x + V4z? + 422
y = fr
2

(-1+V2)z

0 que corresponde a duas retas passando pela origem e perpendiculares,
pois (—1++v/2)(-1-v?2) = (1-2) = 1.

b) A reta r pode ser descrita por r : y = a(xz — 2) + 3, e suas interse¢des
A= (24,y.) € B = (xp,y5) cOm as retas dadas sdo tais que

20 — 3

A(@ap—2)+3=(—1+VD20p = Typ = — .
(Tap —2) ( )Zab R >

Logo,

PA = (20— 2)2+ (ya—3)* = (20— 2)>+ [0 — 2))* = (za— 2)2(1 + 0?),
PB’ = (z, — 2)%+ (i — 3)2= (21 — 2)2+ [a(@y — 2))2= (2 — 2)2(1 + a?),

e assim
PA’PB’ = (w4 — 2)(w — 22(1 + a?)?
- 200 — 3 ’( 2a-3 ? 242
<a+1—\/§_2> <a+1+\/§_2> e
2 2
_<—5+2\/§> <—5—2\/§> (1+a2)?

a+1-v2) \a+1+v2
2
_ (_5)2 - (2\/5)2 (1 +a2)2
(a+1)2-2 '
Como PA.PB = 17, tem-se ent&o que
2 1 2 _
17(1+a2) a‘+2a—1=1+« a=loua—
17:iﬁ ou = ¢ ou ,
(a+1)2— a’+2a—1=—-1-a? a=0oua=-1

0 que corresponde as quatro retas

riy=x+1;, rmix=2; rs:y=3; rg:y=—x-+5.



10 Questéo [Valor 1,0]:

a)

b)

Seja a matriz M escrita ha forma

ay a2 as
M= a4 a5 ag
ar ag ag

?

coma; = +1,parai=1,2,...,9, cujo determinante D é dado por
D = ajasag9 + asagar + azasasg — azasar — a1aeasg — A2G409.

Assim, D é a soma de seis parcelas do tipo +1, de modo que, a principio,
D s6 pode assumir os valores D € {—6,—4,—-2,0,2,4,6}.

Para termos D = 6, as seis parcelas de D devem ser iguais a +1. Para
que as trés primeiras parcelas sejam positivas, deve haver um nimero
par de elementos —1 em M. Para que as trés Ultimas parcelas também
sejam positivas, porém, deve haver um namero impar de elementos —1
em M, o que gera uma inconsisténcia, fazendo com que o caso D = 6
nao seja possivel.

O caso D = 4 é obtido, por exemplo, para

-1 1 1
M=| 1 -1 1|=2D=1+1+1-(=1)—(-1)-1=4,
1 1 1

de modo que o valor maximo de D é efetivamente igual a 4.

Seja n; 0 nimero de elementos —1 na i-ésima parcela de D, como de-
finidas na equagéo acima. Para termos D = 4, apenas uma das seis
parcelas deve ser igual a —1, devendo todas as demais cinco parcelas
necessariamente serem iguais a +1.

Considere, de inicio, que a primeira parcela a;asag sejaigual a —1. Neste
caso, no € n3 devem ser pares e ni, ng, ns € ng devem ser impares.
Sempre respeitando (ny + ns + n3) = (n4 + ns + ng), podemos distinguir
0s seguintes casos para o vetor n = [ny, ng, ng, ng, N5, Ne:

en = [la,b1,1,1], coma = 2 e b = 0 ou vice-versa: Em cada
uma destas 2 situagdes, ha 3 possiveis posi¢des para o termo —1
na primeira parcela, o que define completamente o contetdo dos
demais elementos da matriz, totalizando 6 casos de interesse.

en=7[1,22abc,coma=3eb=c=1oualguma permutacdo
disto: Em cada uma destas 3 situacdes, a anti-diagonal com trés
elementos —1 automaticamente define a posi¢édo do elemento —1 da



primeira parcela. Com isto, sobram apenas 2 possibilidades para se
completar a matriz com os demais elementos +1 ou —1, totalizando
6 casos de interesse.

e n =1[3,0,0,1,1,1]: Este caso é completamente determinado pelos
valores de n;.

en=1[322uabc,coma=1eb=c = 3oualguma permutacdo
disto: Em cada uma destas 3 situacdes, a matriz M é completa-
mente determinada pelos valores de n;, totalizando 3 casos de inte-
resse.

Assim, considerando a primeira parcela igual a —1, ha 16 casos de inte-
resse, de modo que, pela simetria do problema, fazendo qualquer uma
das trés primeiras parcelas igual a —1, tém-se 16 x 3 = 48 casos em que
D =4.

Considere agora que a quarta parcela —asasa; seja igual a —1. Neste
caso, ni, na, n3 € ny devem ser pares e n; € ng devem ser impares, de
modo que podemos distinguir 0s seguintes casos para o vetor n:

e n = [a,bc0,1,1],coma = 2 e b = ¢ = 0 ou alguma permutacéo
disto: Em cada uma destas 3 situacdes, a matriz M é completa-
mente determinada pelos valores de n;, totalizando 3 casos de inte-
resse.

en =[a,bc2/1,1,coma =0eb=c=2ou alguma permutacéo
disto: Em cada uma destas 3 situacdes, a diagonal com nenhum
elemento —1 automaticamente define a posi¢cdo dos elementos —1
da quarta parcela. Com isto, sobram apenas 2 possibilidades para
se completar a matriz com os demais elementos +1 ou —1, totali-
zando 6 casos de interesse.

e n=12222ab,coma=1eb=3ou vice-versa: Em cada uma
destas 2 situacdes, ha 3 possibilidades para se posicionar o ele-
mento +1 na quarta parcela, o que determina o restante da matriz
M, totalizando 6 casos de interesse.

e n = [2,2,20,3,3]: Este caso é completamente determinado pelos
valores de n;.

Assim, considerando a quarta parcela igual a —1, ha também 16 casos
de interesse, de modo que, pela simetria do problema, fazendo qualquer
uma das trés dltimas parcelas igual a —1, tém-se novamente 16 x 3 = 48
casosemque D = 4.

Por tudo isto, ha entdo (48 + 48) = 96 casos de interesse num total de
29 possibilidades, o0 que corresponde a uma probabilidade P para termos
D = 4 dada por

p=_23
29 16



1.7 Vestibular 1975/1976

1.7.1 Prova de Algebra
1? Questdo, [Valor: 1,25]: De (3) e (4):

AUBUC ={1,2,3,5,7,8,9,10} ...(6)
De (1) e (6):

E=(AUBUC)U(AUBUCQC)g ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} ...(7)

De (5) e (7):

B=FE—-Bg=1{1,2,7,10} ...(8)
Por (1), os elementos ‘4’ e ‘6’ ndo pertencem a A nem C'. Por (2), o elemento
‘7" pertence C, e assim ‘7’ ndo pertence a A. Por (2) e (8), o sub-conjunto C
ndo contém os elementos ‘1’, ‘2" e ‘10, que, por (4), devem entdo pertencer
a A. Por (3) e (8), o elemento ‘9’ pertence a A, e assim ‘9’ ndo pertence

a C; além disto, destas mesmas rela¢des, os elementos ‘3, ‘5’ e ‘8’ ndo
pertencem a A, e, por (4) devem entéo pertencer a C. Em suma,

A=1{1,2,9,10} e C={3,57,8}

22 Questao, [Valor: 1,25]: Arelagéo desejada é equivalente a
(x—2)+ (y—3)i
e (=3 =

< Re([(z—=2)+ (y —3)i[(x —4) = (y —5)i]) =0

& (@-2)(z-4)+E-3)(y-5=0

sl —6r+8+1y>—8y+15=0

S (@-32-9+8+(y—4)?-16+15=0

S (r-32+(y—4)32=2

que corresponde a uma circunferéncia de centro (3,4) e raio v/2 represen-
tada a seguir.



3% Questao, [Valor: 1,25]: Seja

1% 427 +3%
In <7 ER >
L= 1lm InA= lim

n—oo n—oo

3=

gue, por L'Hbpital, é igual a

L\ [ty
1% 427 437 3
L = lim

n—00 (%)/

<1% m1(1) 427 n2(2) 3% 1n3(%)’)

T I T
17427 +37

e @

n o0 =

n

. 1%lnl1427In2+3%In3
= lim n - n

n—00 I +2ﬁ +3;
_1n1—|—1n2—|—1n3
o 1+1+1
_1n6
3

=1nv6
de modo que A = /6.



42 Questao, Item A [Valor: 0,5]: Por simetria, considera-se que o centro da
circunferéncia esta no ponto (zo,0) sobre o eixo x. Igualando as equacdes
da circunferéncia com a da parabola, tem-se

{ (x —0)*+y 27:> (x—x0)*+62 = 27T= 2°+(6—220)z+22—-27 =0

y? = 6x

Novamente por simetria, devemos forcar esta equacdo a ter apenas uma
solucdo em z, anulando o seu discriminante, de modo que

(6 — 220)% —4(z2 —27) =0 =36 — 2420 + 108 =0 = x5 = 6

Logo, o centro da circunferéncia esta no ponto (6,0) e os pontos A e B de
tangéncia séo tais que

2 —6r4+9=(x-32=0=>2r=3=y=+V6z =132

Com isto, a distancia d do vértice (0,0) da parabola aos pontos A e B é igual

ad=+9+18=33.
42 Questdo, item B [Valor: 0,75]: Como no Item A, igualando as equacdes
das duas curvas obtém-se a relacéo

(x —20)? + 62 =1%= 2%+ (6 — 2x0)r + 22 —1r2 =0

Anulando o discriminante desta equagéo, para for¢car dois pontos de tangén-
cia com mesma abscissa, obtém-se

r2+9

(6 —2x0)? —4(zZ —1r?) =0=4(9 — 620 +7?) =0 = 29 = 5

de modo que, como r > 0, o lugar geométrico desejado é a parte do eixo x
tal que zo > 3.

52 Questao, [Valor: 1,25]: Por Girard,
ri+ra+r3=0

r1re +711r3 +1ror3 = m
r1rerg = —MN

e como r; = ror3, tém-se que

2

rifra+rs+1)=m=ri(-r1+1)=m
ri=-n



Logo, a relagéo do enunciado equivale a

1 2+1ro+4+13 _
L+r  14ry+7r3+71003
1 2—7“1
& +
147 1—-rm+nm

=1

& 2—r1 =1
1+r1+ T1

=

=r;—1
].-I—Tl "

sri-1=1
@lei\/i

de modo que n = —r? = —2 e como n > m, tem-se m = (-2 — /2) e
r1 = —/2. Com isto,

re+ 1Ty =—1r1 = V2
rorg =11 = —v/2

de modo que r; e r3 SA0 as raizes da equagéo
2 —V2r—v2=0

e assim

r23 =

V2EV24+4V2
2

6% Questao, [Valor: 1,25]: Determinando as derivadas de y:

7x(m + %)
(x4+3)(z—-1)
, (2% + 22 — 3)(14z + 20) — (722 4 202) (22 + 2)
Y (22 + 22 — 3)2
_ —6(a? 4+ 7z + 10)
(22 422 - 3)2
 —6(x+2)(z +5)
(o + 32— 1)?
g (@ 422 —3)2(—6)(22 + 7) — 2(2® + 2z — 3)(2z + 2)(—6)(2? + Tz + 10)
v (22 + 22 — 3)*

_6(22° + 2122 + 60z + 61)
(22 + 22 — 3)3




Assim, podemos concluir que: (i) Pontos que cruzam o eixo z: (0,0) e
(—20/7,0); (i) Assintotas verticas: x = —3 e z = 1; (iii) Assintota horizon-
tal: y = 7, pois lim, 1.y = 7; (iv) Maximo local: (—2,4), pois y'(—2) = 0
e y”(—2) < 0; (v) Minimo local: (—5,25/4), pois y' = 0 e y”(—5) > 0; (vi)
Intervalo de crescimento: —5 < x < —2, pois 3’ > 0 neste intervalo; (vii) In-
tervalos de decrescimento: =z < —5 e z > —2, pois 3’ < 0 nestes intervalos.
Com destas informac¢des, podemos gerar o seguinte esboco do gréfico de y:

7% Questao, [Valor: 1,25]: Do enunciado,
{ P(r) —1=(z+1)*Q1 ()
P(r)+1=(z—1)*Qa(x)
Derivando estas relacdes, tém-se
{P’(x) = 4(z+1)°Q1(2)+(2+1)'Q1 (z) = (z+1)’[4Q1 () +(z+1)Q} (z)]
P'(z) = 4(z—1)*Qa(2)+ (z—1)'Q)(z) = (2—1)*[4Q2(z) + (2 —1)Q)(x)]

Logo, P’(x), que é de sexta ordem, tem raizes triplasemz = leemz = —1,
de modo que

P(z) =k(z—1)*(x+1)* = k(z? —1)® = k(2® — 32* + 327 — 1)

1
:>P(x)—k<?x7—§x5+x3—x+c>

com k # 0. Usando as condi¢des do problema, tém-se

P(-1)=1=0 _ [ k(-7+5-1+1+c)=1
P(1)+1=0 k(t—2+1-14¢)=-1
e assim, adicionando-se e subtraindo-se as duas equacdes,

2%ke = 0 c=0 5 . 21 5 354 35
= P(e) = —a” — —a® + a8 - 2
{2k(—%+§):2 ;‘{ e T T T T



8% Questao, [Valor: 1,25]: Sejam a, b e ¢ os indices dos alunos escolhi-
dos. Para evitar nimeros consecutivos numa mesma comissao, basta evitar
que os indices (b — 1) e (b + 1) sejam escolhidos. Assim, o nimeros N de
comissodes distintas sem indices consecutivos é

(n—2)! _ (n—2)(n—3)(n—4)
(n— 5)!3! 6

N=Cy?=

paran > 5. Naturalmente, evitando-se dois indices consecutivos ja evitamos
0s casos de trés indices consecutivos.

1.8 Vestibular 1974/1975

1.8.1 Prova de Geometria

1* Questdo [Valor: 1,0]: Usando as rela¢gBes do arco-dobro e de transfor-
magéao em produto, tém-se

1—2sen’z = cos2z

sen9x + sen bx = 2sen 7x cos 2z
Logo, a equagdo do enunciado é equivalente a
2sen7xcos2x —cos2x =0

cuja solucao, para qualquer k inteiro, é dada por

cos2z =0 20 = kn+7% 2’“7%
ou =< ou =z =< ou
_ 1 _ ; T T
sen7r = 5 Tx =2kn+5+7% 712“-25’5 +2
2?2 Questao [Valor: 1,0]:
M 4 NS5 P& oQ
|y,



Pelo teorema das bissetrizes no triangulo AN K@,
NK K — @ @ —
::Q::>NK:QK:>KPN:KPQ:90°
NP QP

Pelos teoremas de Pitagoras e das hissetrizes no triangulo AM PK, tém-se

ME’ =MP° +PK’ /% +n2

VA N
MK _ PK d 4
MN PN
de modo que
9d? h V3
— A =dh s - =
T a2
3* Questao [Valor: 1,0]:
a) Da lei dos senos,
a b+c ma

send  sen (90° + C) 4 senC " cosC + senC
de modo que devemos ter

COSC+ senC = msen A

msen (90° — 2C)

m cos 2C

= m(cos®> C' — sen? 0)

= m(cos C + senC)(cos C' — sen ()

Cancelando o termo (cos C' + sen C') e elevando ao quadrado, tem-se

1 ~ ~ ~ ~ ~
— =cos?C —2cosCsenC + sen?C =1 — sen2C
m
e entdo
N 2_1 R 27m2 — 1
sen20 = = cosQC':mi2
m m

Logo,

A /1— [ m2— 2_
senC = 1 CZSQC: m 2\/7321 1

2 A SomZ —
sen A = cos2C = %

S A A 24 /amZ =
sen B=cosC = V1— sen2(C = 4/ 2ty2m’—1

2m2



b) Da figura, e pela lei dos senos no triangulo AABC, tem-se que

cos@z%z%zsené = OAB =90°—C

Se A’ é o pé da altura do vértice A em relacéo ao lado BC, entao

AAO = A'AB+OAB = (B—90°)+(90°—C) = 90°

42 Questdo [Valor: 1,0]: A area S do quadrilatero KM LN € a soma das
areas 57 do tridngulo retdngulo ALM N e S5 do tridangulo equilatero AK M N.
Observando que

MQ=NQ=MC=NC=NL=R
MN =KM=KN =RV3

tém-se
Sy = (B3R _ BY5 g 5R%\/3
g, — (BV3)VE _ 3R*V3 4
2= 1 = 1

52 Questao [Valor: 1,0]:
O quadrilatero QM CN é inscritivel. Como, NQM = 90°, entdo NC'M = 90°
e assim

NCM =ACB — ACM + BOCN = ACM = BCN

e os triangulos AACM e ABC N s&o congruentes, de modo que AM = BN
eassimr; = 1.

Além disto, tem-se CM = CN, e como PM = PN, entdo CP é a altura
do tridngulo is6sceles ACM N, de forma que 6 = 90°.



Sejam AC = a e PQ = r, respectivamente, o lado do quadrado e o raio
da circunferéncia de centro P. Nos tridngulos retdngulos AACM e ACIP,
tém-se

AM® = TM°~AC" = (PC*+PM")—a? = 2r* —a?
=2 ==2 —= 2
TP =PC°-CT" = >~ (f2) =12~

w|9,\,

de modo que ry = /2.

6* Questao [Valor: 1,0]:

Seja DD’ o diametro de K perpendicular & corda AB.

Como AD’ = BD’, entdo, no quadrilatero inscritivel BM AD’, tem-se
AMD' = BMD'. Logo, como M P = M A, os triangulos APM D’ e AAM D’
s&o congruentes, de modo que PD’ = AD’. Assim, o ponto P percorre a
circunferéncia de centro D’ e raio AD'.

Para o ponto @), como AD = BD, ent&o, no quadrilatero inscritivel BDM A,
tem-se (180° — M) = BMD. Logo, os triangulos AQMD e AAM D sao
congruentes, pois MQ = M A, de modo que QD = AD. Assim, o ponto Q
percorre a circunferéncia de centro D e raio AD.




7% Questao [Valor: 1,0]:

AC =\/BC - 4B’ =3

e assim

\a

PB=\/AB" + (1AC)? =

ON = /AN + A0 _\/ LAB)2 + (24C)2 = VI

Dividindo-se o lado AC' em nove partes e tragando, por cada parte, uma
paralela a BP, o segmento AP engloba trés divisdes iguais, de modo que a
primeira divis&o é ligada ao ponto N sobre AB. Logo, QL = 2QN = @

Dividindo-se o lado AB em seis partes e tracando, por cada divisdo, uma
paralela a QN, a primeira parte se une ao ponto P e assim a terceira parte
se une ao vértice C. As demais paralelas dividem o lado BC em trés partes
iguais, de forma que PL = 1 PB = f.

Usando a notacdo QL = a, PL = be PQ = ¢, e denotando o peri-
metro do tridngulo APLQ por 2p, a area desejada deste triangulo pode ser
calculada como

S =/plp—a)p—b)(p—-c)

_ \/(cH—S—i—c)(—a—;lH—c)(a—Qb—i-c)(a—i-;)—c)

_ V=2 + 0+ 0?[e? — (b— )]
4

VIEBVIR? + (VARIBVE) - (3V3))
302
V(=117 + 147)(117 — 27)
900

w
&%



82 Questao [Valor: 1,0]:

FE
Iy My
LAY
1y Z
K L G
IR
1 \ /’ a
1 N,
\ v,
1 ,L“
s \
, \
1, \
P R S
//)_ ~
4 \
, \
7
, \

O raio R da esfera FE é dado por
R—Ti=2Y2
2

Logo, a piramide P tem altura

a3 a(v/3 —/2)
R L

Sejam /; e ¢}, 0s respectivos comprimentos das arestas laterais e da base
de P. Como as faces laterais de P sdo triangulos retadngulos, tem-se

by = V2
Além disto, na piramide regular

2
2 =n%+ <2@>

3 2

de modo que
2 E% 2 2 265 2
€€_§:h igé—?:h :>€g:h\/§ e gb:h\/g
Logo, o volume V de P é dado por
2V3
“1h

3
h3V3
2
a®(vV3 - V233
16
a3(27 — 111/6)
16




92 Questao [Valor: 1,0]:

a)

b)

d

Q Q 3

Seja d a distancia do vértice V' da parébola ao vértice V. do cone. Seja
ainda @Q a mterse(;ao do plano gerador da parabola com o eixo do cone.
Como VQV = VVQ = o, entdo VQ = VV, = d e com isto, usando a
notacéo indicada na figura acima,

T = 2dsen «

Além disto, pela definicdo de parabola, tem-se

Va2 4+ (d—a)2=d+a= 2> =4ad = a = dsen® «

Assim, para cada d, o foco da parabola correspondente dista dsen? o do
vértice V. Logo, o lugar geométrico desejado é uma reta passando por
Ve.

Situando os eixos coordenados xzy como indicado na figura acima, a pa-
rdbola P é descrita pela equagéo

= +d
y= 4d sen? o



de modo que a area S desejada é dada por

2d sen o 1‘2

S = T +d ) de
—2dsen « 4d sen

r=2dsen «

= -—-——— +d
12dsen2a+ .

r=—2dsen «

8
= §d2 sen o

10* Questdo [Valor: 1,0] (Baseada em solugéo do Colégio Impacto):

P b C c” T

M B b B

Seja a figura devidamente rotacionada para efeito de diagramagéo.

a)

b)

Tracando, por N, paralelas a AB e AC, determinam-se B’ e C’ sobre M R
e PT, respectivamente. Assim, do triangulo retangulo AB’NC’, tem-
se a = by/2. O volume V; é a soma dos volumes V, do prisma reto
ABCB’'NC’ eV, da piramide B’M PC'N. Logo,

BA . MB MPR2 13 3 53
Vi = N+ 2 2,2 2
2 3 273 6

Tracando, por S, paralelas a AB e AC, determinam-se B” e C" sobre
MR e PT, respectivamente. Se X é médio de B”C”, no tridngulo re-
tangulo ASXE, tem-se XE = 22 Além disto, XE é base média do
trapézio C"TRB", e assim 2XE = (C"T + B"R).

O volume V; é dado pela area da base AABC multiplicada pela média
das arestas laterais CT, AS e BR do semi-prisma. Logo,

b? [(d+C"T)+d+(d+B"R)]  b*(3d+bv/2)

=5 3 - 6
de modo que
—V2)b
V1:V2:>d:(5 \/_)



1.9 Vestibular 1973/1974

1.9.1 Prova de Algebra
1# Questdo, Item 1 [Valor: 0,6]:

a) Da segunda relacao, tem-se que f(e) = 1. Usando y = ¢ na primeira
relacdo, tem-se

Logo,

fHz)=e"= f(z) =Inz.

b) Pelo item anterior, usando o conceito de integral por partes e L'Hépital, o
limite L desejado é tal que

1
L = lim / Inxdx

e—0t

1
lim (xlnxg—/ 1da:>
e—0t c

= lim [—elne—(1—
Jim [~elne — (1 -e¢)]

1
= lim (—HTE - 1)
e—0t =

= lim ( —1)
e—0t

= lim (e —1)

e—0t+

=—1.

‘“N|,_.|m |—=

12 Questao, Item 2 [Valor: 0,4]: Dos dados do problema, (200 — 75) = 125
pessoas gostam apenas de musica classica, (400 — 75) = 325 pessoas gos-
tam apenas de musica popular e 75 pessoas gostam de ambos os estilos.
Isto d& um total de 525 pessoas, ao invés dos 500 entrevistados, indicando
gue os dados sdo inconsistentes.



22 Questao, Item 1 [Valor: 0,5]: Como ¢(x) pode ser decomposto da forma
q(r) = z(2x + 1), seus fatores sdo 1, x, (2z + 1) e 0 proprio ¢(z) = (222 + z),
que séo os possiveis mdc’s com p(x).

2% Questao, Item 2 [Valor: 0,5]: Assumindo que os dois polindmios tém as
mesmas raizes, por Girard tém-se que

1
m—+1 — m=—2

1
w

! n=4
n—2 __ n+2 n=2 — n+t2 o o
m+1 ~ m-—1 = -1 -3 = —24d—p _ —2—4+p = p= 3.
m+n—p _ m-n+p —2+n—p _ —2-nitp -1 - -3
m+1 = m-—1 -1 -3

3* Questao [Valor: 1,0]:

Az

Sejam a circunferéncia C = (O,r), as extremidades A; e A, das cordas
perpendiculares de C passando por A, as circunferéncias C; = (O1,7r1) €
Cy = (O2,72) de didmetros AA; e AA,, respectivamente, e a outra interse-
cdo A’, distinta de A, de C; e Cs.

Como AA; e AA, sdo os respectivos didmetros de C; de C,, entdo
AA’A, = AA’A, = 90°, de modo que A’ é a projecdo de A no diametro
A1As de C. Assim, no triangulo retangulo AAA’O, a mediana A’O’ relativa
a hipotenusa AO é tal que A’O’ = AQ—O = %, que é constante. Logo, o lugar
geomeétrico desejado de A’ é a circunferéncia de centro O’, ponto médio de
AO, eraio 3.
sln: O que uma questdo fundamentalmente geométrica esta fazendo nesta
prova de algebra?



42 Questdo [Valor: 1,0]:

a)

b)

Da definicao da relacdo D, a operacdo m D 1 equivale a m = +1. Logo,
€ simples observar que a FE a, pois existe m = 1 tal que m D 1 é definida
e ainda a = ma, de modo que E é reflexiva. Além disto,

aFb & a=+b & b=2a & bFEa,

e F é simétrica. Por fim,

bEc o be tc & a=xc & aFoe

{ aFb & a==b
de modo que E é transitiva, fazendo com que E seja uma relagédo de
equivaléncia.

Uma raiz n-ésima r de um nimero N é dita primitiva se ela ndo é também
raiz m-ésima, com m < n, de N.

Sejary = e, parak =0,1,...,(n — 1), uma raiz n-ésima da unidade.
Sejam ainda ¢ = mdc(k,n), k = ¢f € n = m¥, com ¢ e m primos entre
si, de modo que podemos escrever r, = e, Logo, rx € sempre uma
raiz m-ésima primitiva da unidade, com a relagcdo m D n sempre definida
para um Unico m = n/mdc(k, n).



52 Questéo [Valor: 1,0]:
a) Em torno do ponto z, a fungéo fy(z) pode ser aproximada por

z)? z)3 )4
fo(x)”fo(x0)+f6($0)ﬁx+f6/($0)(AQ!) + 6/'($o)(A3!) +f6'"($0)(A4!) 7

com Az = (z — ) e ainda

=

?

/ _ 1 le _%x— —1— (22 -
Jila) = 1+ e 5+ 120 < 1] =1 ()

L) =~ + 1) H @) = (@2 + 1) He
0 (z) = [(—g)($2 +1)2 (2:5)] T+ (2 +1)2
(@2 + 1) 2[~32% + (2% + 1)]
= (@ + 1731 -2,

@) = <56+ )R (- 20+ (@ 1))

b) Do item anterior,
. 7 / T 1" _ . " _
lim fo(x) = lim fj(z) = lim f{() =0 e lim fi"(z) = 1.

z—0

Assim, por L'Hbpital, ttm-se que

. o fO(x) BT / 00—
21 = g T = I fele) =0 =an,

. o fole) o fole) o fi(@)
Jim folo) = lim == = lim = =l T = 0=,

. o fole) o fole) o fd@) L f(@) 1
lim folw) = Jimy =57 =l S = iy S = I T =5 =
e, parak > 3,

. o Jolw) o fole) 0 (x)
fim fu(w) = lim = = T gt = W T

de modo que, para k > 3,

- : o' (x)
A ) = I D -2




62 Questao [Valor: 1,0]:

a) Como A.B =1, entdo |A|.|B| =1 e assim |A4| = 1/|B| = 1/2. Além disto,
usando Laplace na quarta linha, tem-se que

-1 1 a 1 -1 1
ICl=-1)] 1 1 b|+d|1 1 1
2 4 ¢ 1 2 4
=—(—c+2b+4a—2a+4b—c)+d4—-14+2-1-2+4)
= —2a — 6b+ 2c + 6d,
e assim

|Al.|IC| = (—a—3b+c+3d) = f(a,b,c,d).

b) Seja p(x) = (az? + Bx + ). Para satisfazer as condigdes do problema,
devemos ter

p(-l)=a-pB+y=a
p(l)=a+B+~v=0
(2)—4a+26+’y—c
p(0) =

a—B=a—d
S a+pf=b—-d
da+20=c—d

As duas primeiras equagfes geram a solucdo o = (a+b—2d)/2e § =
(b —a)/2, de modo que, pela terceira equacéo, o sistema tem solucéo se
e somente se

2(a+b—2d)+(b—a)=c—d & —(—a—3b+c+3d) =0 < f(a,b,c,d) = 0.

7% Questao [Valor: 1,0]: Seja A o determinante definido no enunciado.
Aplicando-se a translagéo

{ T =uU—x

y=v—yo ’

tem-se a equacéo transformada
A(u—20)*4+2B(u—x0)(v—150) +C(v—10)* +2D(u—20)+2E(v—yo)+F = 0,
gue pode ser escrita como

Au? 4+ 2Buv 4+ Cv? + 2(D — Axg — Byo)u + 2(FE — Cyo — Bag)v + F =0,

com F = (Az3+2Buxoyo+Cyi —2Dxzo —2Eyo+F). Com isto, o determinante
A da equacgdo transformada é tal que

—AC-B = AC—-B2=A.



Aplicando-se a rotacdo de um angulo 6 qualquer,

?

r=wucosf —vsenf
y = usenf + vcosf

tem-se a equacéo transformada

A(ucos@—vsenf)?+2B(ucos§—vsen §)(usen f+wv cos 6)
+ C(usen O+vcos 0)*+2D(ucos—vsen ) +2E(usen f+vcosf)+F = 0

gue equivale a
Au? + 2Buv + Cv? + 2Du+ 2Ev + F = 0,
com
A = Acos®0 + 2B cosfsenf + Csen?d
= Acos?6 + Bsen2 + Csen® 6
B = —Acosfsenf + B(cos? § — sen? ) + C'senf cosd
= (C—;A)sen%—i—Bcos%

= Asen?6 — 2Bsenf cosf + C cos? 6
= Asen?6 — Bsen260 + C cos? 6

Ql

e os valores de D e E néo alterando o determinante A da equac&o transfor-
mada

A=B -A4C

— A)?
= % sen? 260 + (C' — A)Bsen 26 cos 20 + B? cos® 26

— [(A% + C?) cos® Bsen® § — B* sen® 20 + AC (cos” § + sen” §)
+AB sen 26 (sen2 6 — cos® 9) + BC'sen 20 (cos2 0 — sen” 9)}

(C — A)?sen? f cos? 0 + (C — A)B sen 26 cos 20 + B cos® 20

—(A® + C?) cos® Osen® § + B*sen® 20 — AC (cos® § + sen” §)

—(C — A)Bsen 26 cos 20

= —2AC'sen? § cos® § + B? (Cos2 260 + sen? 260) — AC (cos4 6 + sen’ 9)
= B? — AC(cos* 0 + 2sen? 0 cos? 6 + sen’ 0)

= B? — AC(cos® 0 + sen® 0)?

= B> - AC

= A.



8% Questao [Valor: 1,0]:
a) Nointervalo 1 < z < 2,

%, se x é racional

0, se x é irracional
0, se x é racional

@) =9 |

—» sex ¢ irracional

= fr@) -1 (@) = 1.

Assim, por descontinuidade em um namero infinito de pontos no intervalo
1 < x <2, 0valor de I; ndo é definido, enquanto que

2
1
Igz/ —dx:lnxﬁ:an—lnl:an.
1 X

b) As fungdes f(z) e f*(z) ndo sdo limitadas superiormente, de modo que
0S seus supremos sao infinitos, isto €, ndo sao definidos. Por isto mesmo,
os valores de g e h ndo sdo determinados, 0 mesmo ocorrendo, entao,
para M.

92 Questao [Valor: 1,0]:

a) Os pontos de acumulacdo de A formam o conjunto

0= lim T
A/: n~>oon-|—m
Y
1 _ 7 +
+ = lim Vn € Z,

m~>oon+i7
m

e os pontos de acumulagéo de A’ determinam o conjunto

1
" o__ T -
AT=10r= o
sIn: a4 é ponto de acumulacéo do conjunto A, se toda vizinhanca de a 4
contém elemento(s) de A, de modo que a4 é limite de alguma sequéncia
infinita de elementos de A.



b) Determinando as interse¢fes de f(z) e g(z), tem-se
22 +8 =6z = (x—2)(x—4)=0.

Com isto,

I—/lzg(x)dx—k/:f(x)dx+A5g(x)dx—/:f(x)dx
:/12g(a:)dx+/34f(a:)dx+/45g(a:)dx

9 (T=2 (L’3 e=d 21=5
=322 (D) 4w

r=3

2 2 43 33 2 2
=3(2° — 1)+ (5 +84 -5 +83) +3(° -4
_ 169
- =

10* Questdo [Valor: 1,0: Para &k = 0, a fungdo f(k) é nula, o mesmo
ocorrendo ent&o para x* f(k) e sua derivada em qualquer ponto.

Para k > 0, a funcdo f(k) € um somatodrio infinito dos termos de uma
progressao geométrica, e assim

flky = —

B 1—k28er12%7
se

1
sen %

<1,

1
Esen’=| <1< T
k %

0 que sempre é valido para k > 0, e neste caso

d(xkf(k')) _ -1 _ -1
— - kx*=1f(k) = ka®

1
—
1 — k?sen? ¢

Com tudo isto,

a@ | [ BT

- . 1

dx o - -
v=0 1— sen?1

,sek=1



1.10 Vestibular 1973/1974

1.10.1 Prova de Geometria

1? Questdo, Item 1 [Valor: 0,4]: Como

sen[r — (¢ +b)] = senmcos(c+ b) — sen(c + b) cosm

= sen(c +b)
as relagdes do enunciado acarretam em:

sen(a + d) = sen(c+b)
< senacosd + sendcosa = senccosb+ senbcosc
senacosd + sendcosa  senccosb+ senbcosc

senasend sencsenb
& cotgd + cotga = cotgb + cotgce

< cotga — cotgb = cotge — cotgd

1? Questdo, Item 2 [Valor: 0,6]: Usando a transformagédo em produto
cos(z +y) + cos(x — y) = 2cosx cosy

comz =4a e y = —a, a expressao S do enunciado € igual a

cosa.cos13a

S =
2 cosda . cos(—a)

cos13a

2cos4da

137
COS q7

47
2 cos =
_ 4m
cos (7r 17)
2cos i

17
cosSTcos 2L + senwsen 2Z
17 17

47
2 cos 7

_ 4
COs 17
4

2 cos 17

1

2



22 Questao, Item 1 [Valor: 0,6]: Desenvolvendo o lado direito D da equa-
¢ao, tem-se

™ T 2 9
D = (COS 3x cos 57 sen 3z sen 5) = sen“3z
de modo que, para todo k inteiro, devemos ter

T ™
sen(m—z) = +sen3z = T—7 = km+3x

(4k+1)m

Sr=-"t"
T A (1F3)

2% Questao, Item 2 [Valor: 0,4]: Para x = 0, tem-se
y(0) =14+m

_ _
e paraxr = Z,tem se

) (?) o (?) EET

Assim, para y ser independente de z, 0 Unico possivel valor de m é dado por

m 142m 3
= — ]_ — _
y(0) y(4):> +m T om 5
Para este valor, de fato, tem-se
3
y = sen®z 4 cos® x — i(sen4 x + cos* 1)
1
= sen*z(sen?z —1)+cos*z(cos?z — 1)—2(Sen4x—|—cos4a:)

(sen’z+costz)

wl»—l

= sen*z(— cos?x)+costx(—sen? ) —

1
= —sen’z cos’x(sen’ x + cos’z) — 3 (sen*z 4 cos*z)

1
= —sen’zcos’ x — 3 (sen z 4 cos® )

1
= —§(sen4x—|—ZSen2$COSQl‘+COS4$)

1
= —§(sen2 x + cos? z)?

1

2



3* Questéo [Valor: 1,0]:

Seja a notacao indicada na figura acima. Pelo conceito de arco-capaz,
D'BC = D'AC = 90° — ~

Além disto, pela lei dos senos nos triangulos AABC e AABD’, inscritos no
mesmo circulo de raio R, tem-se

AB  AD'
seny  sen (8 + D'BC)
Logo,

AD" =2Rsen (8 + 90° — v) = 2Rcos(y — )
e do tridngulo retangulo AABD, tem-se
AD = ABsen 3 = 2Rsen~ysen 3
Analogamente, para os outros lados, tém-se
BE'=2Rcos(a —7); CF' =2Rcos(f — «)
BE =2Rsenaseny; CF =2Rsenfsenc

42 Questdo [Valor: 1,0]:
a) Seja P o ponto medio de AB, de modo que PA = PB = 5. Pelo conceito
de poténcia, tem-se

Pote(P) = p2 — Poto(P) = Pota(P)

{ Potc(P) = PA?
Logo, o ponto fixo P sempre pertence ao eixo radical dos circulos C e
C’, eixo este que é determinado pelos pontos M e N, interse¢des destes
circulos.



b)

CI

Seja R o raio de C’. No caso limite em que C e C’ sdo tangentes exter-
nos, passando por O uma paralela a AB, tem-se um triangulo retdngulo
tal que

a2

(R+r)?=(R=7)’+a* = R= -

’ 2
Logo, para C e C’ serem circulos secantes, devemos ter R > 4-.

Pelos itens anteriores, o lugar geométrico desejado é o dos pontos mé-
dios @ das cordas determinadas pelas secantes ao circulo C tracadas
pelo ponto P.

Seja S o ponto médio de PO. Do triangulo retangulo AOQ P, a mediana
QS é tal que

oP VAPTLAOT T+
o2 2 o 2

QS

que é constante. Logo, o lugar geométrico desejado € a parte da circun-

2
a L RV -EET
feréncia, com centro no ponto médio de PO e raio % interna ao
circulo C.



52 Questéo [Valor: 1,0]:

FA G

E D

a) Sejam A’ o pé da altura do lado BC, AB = ¢, BA' =me A'C = n. Das
semelhangas dos triangulos AAA’B e AHF B e dos triangulos AABFE e
AAHF, tém-se

HF HB AA h

HF _ AH HF — BE.AH _ a.(c—HB)

AA’ _ AB HB = AB.HF __ c.HF
=
AB c

BE = AB

e assim, juntando as duas relacdes,

__ cHF
po B oy e
c h+a
Além disto,
AA’ B E . BF = HF.BA’ _am
BA’ ~ BF T AA T h+a

Analogamente, das semelhancas dos triangulos AAA'C e AKGC e dos
triangulos AACD e AAKG,

ha an
h+a’ GC = h+a

KG =

de modo que

n+m)  ha
h+a  h+a

FG—a— (BF+GC) —a— %



Como HF e KG sao paralelos e iguais, entdo HK e FG séo também
iguais e paralelos entre si.

Logo, o quadrilatero FGK H tem o0s quatro lados e os quatro angulos
internos iguais, de modo que FFGK H € um quadrado.

b) Pelo desenvolvimento acima, = = h’fa.

c) Por um desenvolvimento analogo, se b’ € a altura relativa ao lado AC' = b,
entdo y = h’,”;fb. Assim, se S é a area do triangulo AABC, arelagédo z = y
equivale a

25 25
= = (25 —ab)(a—b) =0
SRR T

de modo que o triangulo AABC é is6sceles de base AB e/ou retangulo
de hipotenusa AB.

6* Questao [Valor: 1,0]:

S B M C

Aplicando os Teoremas de Ceva e Manelaus, com a secante SPN, no trian-
gulo AABC, tém-se

{{%%%%%=1 MB NAPB SB

NA.PB.SC _ 4 ~MC  NCPA _ SC
NC.PA.SE

de modo que S e M dividem BC harmonicamente.

7% Questao [Valor: 1,0]:

sIn: Ver solugdo da 7* questao da prova de Geometria de 1976/1977.

a) O novo poliedro tem 12 faces pentagonais e 20 faces hexagonais. Cada
vértice forma um angulo sélido (ou poliedro) de trés faces, sendo uma
pentagonal (com angulo de 104°) e duas hexagonais (com angulo de
1200).

b) O novo poliedro tem um total de 32 faces, 60 vértices e, pela relacao de
Euler, 90 arestas.



8% Questao [Valor: 1,0]:

a3
2
s
1
a1 5
dl\R
2
3 3

a) Fazendo um corte C; por um plano contendo OO’, como mostrado acima,
tem-se uma secao trapezoidal tal que

2 2
av2 a 2 a\/§ _ 2\/5
<T—§> +d—<T> =d=a 5

b) Da secao resultante de um corte Cs por um plano paralelo a = e passando
pelo ponto médio de OO’, tem-se o triangul retangulo tal que

)

onde b € a base média da sec&o de C}, isto &,

p_ s a2+
2 4

Para que a esfera de raio R passe pelos pontos médios das arestas das
bases quadradas, do corte (1, tem-se

d\? a\?
ORI
(3)
Assim, para que a esfera passe pelos pontos médios de todas as arestas,

2 2 12 2 d2 2 2.2
A(V2+1)? e & e av2V2
16 16 4 4 2




v c
M
B 0 B > N
> ha
T
A PNl 4
¥ Q

92 Questao [Valor: 1,0]:
Seja o posicionamento dos eixos coordenados indicado na figura acima,
com a base pertencendo ao plano z = 0. Neste caso, os pontos de inte-
resse sao descritos por

A= (0,—%,0)
B = (O,%,O)
C= (“—‘f,a,O)
D = (aV/3, 2,0)
S = (%5705 3?(1)

a) O plano ABo é descritopor z+oz =0eoplano CDS : ax+By+~vz =1
é tal que

a%g—i—ﬁa:l o =23
a3+ =1 =4 =2
Y

atyff 4yl =1

de modo que CDS : 2v/3z 4 6y + 42 = 9a.
Areta M N é intersecéo dos planos ABo e CDS:

r+oz=0
23z + 6y + 4z = 9a

de modoque x =0equivaleaz=0ey = %‘1 que independe de o. Logo,
a distancia desejado do ponto fixo P = (0, 37‘1, 0) ao centro O = (a—f, 0,0)

é
o 2 2
PO:\/%—F%:M@



b) Quando N é o ponto médio da aresta SD, suas coordenadas sdo N =
(% a 3a)  Da primeira equagdo que caracteriza a reta M N, tem-se

» 40 4
entao

3av/3 3
a;/_+aza:O:>U:—J§

Como M = (%¥3,Yy, Zy), dareta M N, tem-se

a_\{g_\/gZMZO :>ME(_G\/§’%’E)
3a+6Yy +47Zy = 9a 2 372

Assim, por Pitagoras, tém-se

SQ = \/(YS —YQ)* + (Zs — Zq)?

= \/YI\Q/[ +(Zs — Zm)?

42
SE =+/50? + OF?
92
de modo que
SQ B 9
SE  a/13 3

[ V)

A area S desejada é a soma das areas de dois trapézios de alturas

5 5 3a’ a
hl - \/(X]\f_XB) +(ZM_ZB) = _4 Z =a
5 5 3a2 a®> a



de modo que

AB+ MQ NP
Se = * Q><h1+ Qr X ha
2 2
4a 4a a
-0ty ><a+?+§ x 2
2 2 2
_ 7a®  1la?
6 24
_39a2
24

10* Questéo [Valor: 1,0]:
sIn: Creio que esta questao foi anulada, pois o conceito de raio de hipérbole
ndo é muito corrente.



1.11 Vestibular 1972/1973

1.11.1 Prova de Algebra

1* Questdo [Valor: 1,0]: Diferenciando a equa¢édo da cbnica, no ponto
(z0,y0) tem-se

10z¢ dx — 2y dy+6x¢ dy+6yo dr+4dx+8dy =0
= (10z + 6yo + 4) dz + (—2yo + 620 + 8)dy =0

Anulando-se ambos os termos, determina-se o centro da cénica que é dado
por

10xg + 6y +4 =0
{ 0 + Byo = (20,30) = (=1,1)

—2yo+ 620 +8=0
Fazendo a transformacéo de variaveis
x =uCy—vSy; y=uSy+vCy
onde Cy = cosf e Sy = sen b, tem-se
5(uCy—0Sg)* — (uSp+vCyp)>
+6(uCp—vSp)(uSg+vCp)
+4(uCp—vSp)+8(uSg+vCp)+10 =0
= u?(5CF —S3+6CpSy) +v*(5S3 —C3—6CySp)
+uv(—12CSp+6C2 —6S3)
+u(4Cy+859)+v(8Cy—4Sg)+10 =0
Anulando o coeficiente do termo uv, tem-se
—6S5 + 6Cop = 0 = tg29:1:>9:g

Assim, os eixos de simetria sdo as retas de coeficientes angulares tg6 e
—cotg 6 passando pelo centro da conica, isto é

y=(V2-1)z+v2
y=—-(V2+1)z—V2
22 Questao [Valor: 1,0]: Resolvendo o sistema, tem-se

r5 = Mg
T4 = MIy = m2x6
T3 = My = m3x6
To = MNMT3 = m4a:5
1 = Mry = m5a:5



0 que nos leva a

(4m® — 4m* —17m3 + 17m? + 4m — 4)z6 = 0
= (4m* —1Tm* 4+ 4)(m — 1)z6 = 0

Para o fator biquadrado, as raizes sdo dadas por

m2:17:|:\/289—64:17:|:15 1

= 4 —

8 8 vy
Com isto, a primeira equacdo do sistema pode ser escrita como (m? —
4)(4m? — 1)(m — 1)zg = 0, e os valores de m que permitem uma solugédo

nao trivial séo m € {-2,—1, 3, 1,2}.

3% Questao [Valor: 1,0]: Seja N o numero total de niUmeros obtidos pela
permutacdo sem repeticdo dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5. Para cada nimero
ny = abcde tem-se 0 seu complemento da forma ng = (6—a)(6 —b)(6 —c)(6—
d)(6 — e) tal que (n1 + n2) = 66666. Logo, a soma total S dos N numeros é
N 5!
S = 66666 x 5 = 66666 x 5 = 3.999.960
4* Questéo [Valor: 1,0]: Integrando P”(z) duas vezes, tém-se

1 1
Plz)=-a*+ -2’ + 2+

3 2
1 1. 1
P(z) = Ex4 + 63:‘3 + 53:2 +cazr+c

Dividindo-se P(z) por P”(x), podemos escrever que P(z) = Q(z)P"(z)+
R(x), com

5 1
R(x) = (1 = p3)a + (2 = 3)
Como P(z) é divisivel por P”(z), entdo R(z) = 0 e assim

1 1 1 5 1

52 Questao [Valor: 1,0]: Seja a derivada da cbnica no ponto (zo, yo)

d
2zgdx — 2yody =0 = Y _%
dz yo
de modo que a tangente T por este ponto € descrita por
i) 1
y=—r——

Yo Yo



Logo, a normal N, passando pela origem, € dada por

Determinando a intersec¢éo (z1,y1) de T e N, tém-se

Zo 1 Yo T
—r - — == 2=
Yo Yo Zo o + Yo

Substituindo este valor na equagéo de N, tem-se

~ Y o Yo

zo 2§ + 3 a3+ 3

Y1 =

de modo que o lugar geométrico desejado é a circunferéncia =2 + y2 = 1, de
centro na origem e raio 1.

62 Questdo [Valor: 1,0]: Considere inicialmente o caso a = 1. Desenvol-
vendo ambos os lados da igualdade (1 + z)"(1 + z)" = (1 + )", tém-se

1+ 2)"(1+2)" vn (?)af) i(’;)xa

I ||
1

- 2
Ve

~ 3
N———
VN

ond

S
N——

&»

k=0 1=0
2n
2n
(1+x)* = xk
k
k=0
Igualando-se os coeficientes de z™ dos dois desenvolvimentos, tem-se

n n 2
n n n 2n
() Gm)=x ) =)
1=0 =0
Para o caso geral, a soma dos quadrados dos coeficientes de (x+a)" €
dada pelo coeficiente de =™ do desenvolvimento de (z + a)™(1 4 azx)™, que

ndo possui uma expresséao fechada simples.
72 Questao [Valor: 1,0]: Tomando o logaritmo natural do limite desejado L,

1 In (144
InL = lim zIn (1+7—> = lim w

T—r00 x T—r00 ]./(I,’

e, por L'Hbpital,




de modo que L = J/e.

8% Questéo [Valor: 1,0]: Subtraindo a primeira linha da matriz das demais
linhas, tem-se que o determinante D desejado € igual a

1 1 1 1

0 M 0 O
D=0 0 N O = M.N.P.R

0o 0 0 P

0 0 0 O

oo o o =

Das definicdes
1 2
M=a N=a; P=—; R=4a
a

e assim D = 4a?.

9% Questao [Valor: 1,0]: Das condi¢des do enunciado, a curva passa pelos
pontos (0,4) e (2,0), tem derivada nula em = = 2 (ou seja, tem uma raiz
dupla neste ponto) e segunda derivada nula em = = 0. Logo,

d=4 a:i
8a+4b+2c+d=0 b=0
12a+4b+c=0 c=-3
2b6=10 d=14

Dividindo y = ({2 — 3z +4) por (z — 2)?, tem-se o quociente ({z+ 1). Logo,
a curva pode ser escrita como

Y= i(m—l—él)(x— 2)(z —2)

com derivadas de primeira e segunda ordens dadas por

3 3
y/ — ZmQ —3; y//: 51‘
Alguns pontos importantes séo: raizes em (2,0) (dupla) e (—4, 0); extremos
em (2,0) (minimo local) e (-2, 8) (méximo local); ponto de inflexdo em (0, 4).
Considerando ainda os limites

lim y =400
rz—+o0

tem-se o esbogo da curva mostrado a seguir.



10* Questdo [Valor: 1,0]: Decompondo S da forma
n=30 1

= L i Dmt Y

n;30
_ a L b
B <n—|—1 n—|—2)

n=0
B "2 (a+b)n + (2a + b)
o (n+1)(n+2)

devemos ter
at+b=0 a=1
{ 2a+b=1 §{ b=—1

e assim, fazendo n’ = (n + 1), tém-se

n=30 1 n=30 1
S = -

DB i) Dl
n=0 n=0

N n+1 n' +1
n=0 n’'=1

1 1

a n+1 n=0 n/+ 1 n’/=31
31

32



1.12 Vestibular 1972/1973

1.12.1 Prova de Geometria

1# Questéo [Valor: 1,0]:

B E D C
Pelo Teorema das Bissetrizes, % = %, e como BC = (BE + CE), tém-se
BE= 2480 oo CABC
BA+CA BA+CA

Pelo conceito de poténcia,

CD.CE =CC'.CA

{ BE.BD = BB'.BA { LALC BC _ BB BA
= —
C

e assim
BC

BB/ == W e
2(BA + CA)



22 Questao [Valor: 1,0]:

Considere a notagdo da figura acima, onde o = 45°.
a) Da igualdade dos triangulos AM’'BC e AM'AP’, tem-se M'C = M'P’,
de modo que o triangulo AM’P’'C é isGsceles com angulos iguais a

P'M'C = o = 45°
) A sa, 180° —« ,
M'P'C=MCP 27267030
e do triangulo AM’AC tem-se 8 = 22°30/.
b) Ainda da igualdade dos triangulos AM’'BC e AM'AP’, tem-se AP’ =
BC = Rv/2, e assim
P'C =AC — AP' = R(2 —V?2)

Além disto, pela Lei dos Senos estendida no triangulo AM’'BC,

M'P"=M'C =2Rsenf3 = R\/2 -2

e pelo Teorema de Pitagoras no triangulo AM’AC,

W7B = WA = \JAC* - T1C° = R\/2 1+ V2
de modo que

P'B= R(\/2+\/§—\/2—\/§) = R\/2(2—V?2)

c) Como AP’ = BC = AD e 8 = 22°30/, os triangulos AAP'Q’ e AADQ’
caem no caso LAL de equivaléncia, e assim AP'Q’ = ADQ’ = 90°.




3* Questéo [Valor: 1,0]:

Seja a elipse descrita na forma candnica

2 2
S ]
a b2
de modo que, no ponto M = (zo, yo), tem-se
2z d 2yo d d b2
$0$+ 9oy _ g %Y _ 2%
a? b2 dx a2y

Logo, a equacgdo da reta tangente por M é

b2£L’0 b2
Yy=———r+—
a“Yyo Yo
e 0s pontos 7' e T sdo descritos por
b2z b? b2(a + x0)
T=(-a,——%—(-a)+ —) = (-a,———)
a“Yo Yo ayo
b2z b? b2 (a — x0)
T = (av_g—(a)—’__):(aa )
a“Yo Yo alyo
Com isto
2 20,
T 7 = Lot o) | Plo—xo)
ayo alYo
b4
(a® - )

- (a?b? — b2x3)

e assim AT x A"T" = b? que é constante.
O ponto O médio de T'T’ é descrito por




de modo que

o . b2 _ b2 2
OT* —OT" = o + (Q - _>
ayo Yo

Ja para os focos F = (—¢,0) e F' = (¢, 0), tem-se
. b4 b2 b2_ 2
OFQ:OF’2:02+—2:QQ+7( 2y0)

Yo Yo

e assim
oo o VR
OT = OT' = OF = OF = a* + ——

a~Yo

42 Questdo [Valor: 1,0]:

M

Y

Da figura acima,

=7 B LV?2
BM' = BM" cos45° = L cos45° = T\/_

L2
MM = \/ MM + MM = |2 + 5




52 Questéo [Valor: 1,0]:

Situando o cubo nos eixos cartesianos, como indicado na figura acima, tem-
se uma diagonal da origem ao ponto (a, a,a). O plano perpendicular a esta
_diagonal e que passa pelo centro (%, 9, §) do cubo € descrito por z+ytz = %‘1
interceptando as arestas nos pontos
a a a a a
(07 a, 5)7 (Oa 5; a); ((l, 07 5)7 (5; 07 a’); (av 5 0)7 (_7 a, 0)

Assim, a sec¢do obtida € um hexagono regular de lado r» = a@ e a piramide

resultante tem altura h = a%g.
Pelo Teorema de Pitagoras na figura da direita,

3a®  2d° a5
62 = h2 2 = — - e —
Pela Lei dos Cossenos,
1 2v/6
(2r)% = 02 + (% — 20% cos § = cosf = = senf — \5/—

e pela Lei dos Senos,

2r ~R— 5a\/§
sen 6 12

2R =



6* Questao [Valor: 1,0]:

V
Vv
A C
a a
B’ 0
B A B’ B

O resultado da sec¢éo é duas pirdmides de mesma altura. Como elas tém o
mesmo volume, suas bases devem ter as mesmas areas. Assim, a area do
triangulo AAB’C’ é a metade da area do triangulo AABC, de modo que

B’ AC’ 7\
s _snBAC 1 e — oY
ABQAC sen BAC 2 2
e ainda
BIC = Bc£ _ ag

_Aplicando a Lei dos Cossenos duas vezes no triangulo AV AB, onde
AB'V =0, com a ceviana VB’ = m, tém-se

VA VB’ +AB" — VB AD cosf
VB =VB" + BB +2VB BB cosf

2
a2 =m? + a? (\?) Qma‘fcosﬂ
a? = m? +a (

2
) e
a (2\/_ 1) i _ 2
LBV _ s
2
Logo, o perimetro da secdo AV B’C’ é dado por

2p=2m+ B'C' = a\/6—2\/§+a§



7% Questao [Valor: 1,0]:

Usando a notacao da figura acima, pela Lei dos Senos tem-se que

i1 T2 T3

sen (¢ + O) ~ Sen (p—O) sen20

Se Sa € a érea e pa 0 semi-perimetro de um tridngulo, pela relagdo S =
pa R no tridngulo de lados x4, x2 € z3 indicado na figura, tem-se

x1 + T2 + 3)

x12x2 sen 20 = ( 5 R

e assim

xzsen (p + O) zgsen(p —O) sen20
sen20 ° sen20 2
_ (xgsen(ga—i—@) xzsen (p — O) —|—a:3> g

sen 20 sen 20
= x3sen (p + O)sen (¢ — O)
= (sen(p+0O) + sen(p —O) + sen20)R
= %(cos 20 —cos2¢) = (2senp cosO+2senO cosO)R
= x3(sen® p — sen? ©) = 2cos O(sen + sen O)R

de modo que, como z3 = 2a,
2R cos ©

2= ——
sen p — sen ©



8% Questao [Valor: 1,0]: Desenvolvendo a equacédo do enunciado,

+ n(cosx — senx) — 3(senx + cosz) =0
cos T

= 34+ncosz(cosr—senx)—3coszsenz—3cos’x = 0
= ncosz(cosz — senx) — 3coszsenx + 3sen® z = 0
= ncosz(cosx — senz) — 3senz(cosz — senx) = 0

= (ncosz — 3senz)(cosx — senx) =0

tgx = 1
= ou
tgre = 3

Logo, a primeira raiz é z; = 45° e a segunda raiz é x2 = (180°—105°—45°) =
30°, de modo que

tg30° =

“[%
1
w3
4
3
Il
S

92 Questao [Valor: 1,0]: Isolando cotg? y em ambas as equagdes, tem-se

2 7 2
cotg®y = ———5— = 5 —cosec”x
5 —sec’x 3

cos? Tsen?z — 3
5cos2zx — 1 3sen? x

2

= 3sen® z cos’z = 35sen? z cos’x—7sen’ z—15 cos?z+3

= 32sen? z cos? z— 7(sen? x+cos® x)—8 cos® x+3 = 0
= 32sen’zcos’z — 8cosx —4 =0
= 8sen’zcos’z —2cos’z —1=0
= 2sen’? 2z — cos2z —2 =0
= —2cos® 2z —cos2z =0
cos2x =0
= ou
cos2x = —%
cos’xz = sen’x =
= ou

2, _ 1. 2. _3
COS J)—4, sen .1?—4

1
2

tg?y =3
= ou
tg?y =1



Logo,

r=krthey=krx
ou
r=krntfey=krx

coly

I

10* Questdo [Valor: 1,0]:

B}’
Q A
L B Q 80 m P
Das figuras acima,
o1r/ _ AB
tg 33°15" = 50
o __ AB
tg 30° = 50180
_ _AB__AB-s0tg30°
tg 33015’ tg 300

— tg33°15'tg30°  80.0,66v/3
:>AB:80g335g _ V3

tg33°15" — tg30°  3.0,66 — /3

e assim AB = 369 m.




