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COIMBRA DE PÓS-GRADUAÇÃO E PESQUISA DE ENGENHARIA (COPPE)

DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS
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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários
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COMUNICAÇÕES
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A estimação da direção de chegada (DoA - direction-of-arrival) de uma frente

de onda em um receptor permite o ajuste de coeficientes de filtros espaciais em

um sistema com um conjunto (array) de antenas de recepção. Isso permite uma

separação espacial mais precisa das fontes, o que aumenta a capacidade de um

sistema de comunicações.

A estimação do desvio de frequência de portadoras (CFO - carrier frequency

offset) em sistemas OFDM (orthogonal frequency division multiplexing) permite que

tal distorção seja compensada, o que restaura a ortogonalidade das portadoras,

facilitando a eliminação de ISI (intersymbol interference).

Este trabalho apresenta um conjunto de algoritmos paramétricos de baixa com-

plexidade com bom desempenho em termos de taxa de erros quando aplicados aos

contextos de estimação de DoA para sistemas com múltiplas antenas e de CFO para

sistemas OFDM. A diminuição da complexidade é um dos fatores que viabiliza, em

ambos os casos, a implementação dos algoritmos em sistemas comerciais. A redução

da complexidade computacional ocorre, na maioria dos algoritmos, sem aumento na

taxa de erro dos algoritmos propostos em comparação com algoritmos da literatura.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

NEW ESTIMATION ALGORITHMS APPLIED TO COMMUNICATION

SYSTEMS

Tadeu Nagashima Ferreira

November/2009

Advisors: Paulo Sergio Ramirez Diniz

Sergio Lima Netto

Department: Electrical Engineering

The Direction-of-Arrival (DoA) estimation for a mixture of transmitted signals

in a receiver is a useful procedure for designing the coefficients of spatial filters

in a system with a multiple-antenna receiver. Spatial filtering is necessary for an

accurate source separation, which increases the overall capacity of a communication

system.

Carrier frequency offset (CFO) estimation in an OFDM (orthogonal frequency

division multiplexing) system is the first step for the mitigation of CFO distortion.

Frequency offset is responsible for generating non-orthogonality among transmitting

carriers, which is particularly harmful for the process of ISI (intersymbol interfer-

ence) elimination.

This thesis presents a set of low-complexity parametric algorithms with good

performance for both scenarios of DoA estimation in multi-antenna systems as well

as of CFO estimation in OFDM systems. Low complexity is one of the charac-

teristics which makes both estimation systems more feasible for implementation in

commercial systems. For the majority of the new algorithms, the reduction in com-

putational complexity does not increase the error rate of the proposed algorithms,

when compared to similar ones in the literature.
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4.1 Introdução do Caṕıtulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.2 CFO em Sistemas OFDM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.2.1 Descrição do Ambiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.2.2 Algoritmo ESPRIT para Estimação de CFO para OFDM . . . 91

4.3 Estendendo o TXK para Estimação de CFO . . . . . . . . . . . . . . 96

4.4 Covariance-Based CFO Estimation (CB-CFO) . . . . . . . . . . . . . 98

4.4.1 Comparações entre CB-CFO e TLS-ESPRIT . . . . . . . . . . 100

4.5 Unitary ESPRIT para Estimação de CFO . . . . . . . . . . . . . . . 103

viii



4.5.1 Comparações entre ESPRIT e Unitary ESPRIT para Es-

timação de CFO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
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canal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.2 Ambiente de identificação que engloba, como casos particulares, os

ambientes de equalização cega, de estimação de DoA e de estimação

de CFO em OFDM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.3 Diagrama de blocos representando o processo de estimação do algo-

ritmo CB-CFO. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.4 NMSE para ESPRIT e CB-CFO. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.5 Diagrama de blocos representando o processo de estimação do algo-

ritmo Unitary ESPRIT. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

4.6 NMSE para ESPRIT e Unitary ESPRIT para canais rural (R) e ur-

bano (U) das especificações do LTE [5]. . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

4.7 Representação dos algoritmos apresentados nos Caṕıtulos 2 e 4, com-
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Caṕıtulo 1

Introdução da Tese

1.1 Considerações Iniciais

Neste caṕıtulo são apresentados os principais objetivos e motivações para o desen-

volvimento deste trabalho, bem como o fluxo de trabalho da tese, a organização

geral deste documento e algumas observações sobre a notação utilizada.

1.2 Motivações

Aplicações de técnicas de estimação em sistemas de comunicações têm origem em

interpretações estat́ısticas da transmissão da informação. O uso de receptores com

base em estimações do tipo maximum likelihood (ML) ou maximum a posteriori

(MAP) são técnicas consolidadas há aproximadamente meio século [7].

A sofisticação crescente por que passaram os sistemas de comunicações nos

últimos anos tem levado ao uso de técnicas cada vez mais avançadas para a re-

cepção de sinais. A necessidade de aumento de banda para novas aplicações tem

gerado um aumento de certos tipos de interferência nos sistemas de comunicação,

sobretudo a interferência intersimbólica (ISI, intersymbol interference) e, marginal-

mente, a interferência de múltiplo acesso (MAI, multiple access interference). A

ISI corresponde à interferência entre śımbolos transmitidos por uma mesma fonte,

causada pela passagem do sinal por um canal que possui banda menor que a do

sinal transmitido. Por sua vez, a MAI corresponde à interferência causada por si-

nais de usuários diferentes que acessam a um mesmo meio de comunicação. Em
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contrapartida, foram desenvolvidas novas técnicas de combate a essas interferências,

incluindo o uso de diversidade espacial e o uso de múltiplas portadoras no sistema

de comunicação.

Com o crescente aumento da banda utilizada na transmissão da informação, os

requisitos computacionais para aplicações em tempo real têm se tornado progressi-

vamente mais ŕıgidos. O desenvolvimento de sistemas com uma menor complexidade

computacional tem se revelado cada vez mais necessário. Além disso, com o aumento

de demanda por tecnologias móveis, os requisitos de complexidade computacional,

em especial no downlink para o receptor, proporcionaram uma maior integração no

ńıvel de circuitos para o dispositivo móvel e uma maior duração da bateria.

Os sistemas de comunicação broadcasting por rádio em sua origem utilizaram

antenas altas, com grande potência, a fim de atender a uma maior quantidade de

usuários. Por outro lado, sistemas de telefonia celular têm como base a divisão

espacial do sistema em células, com estações-base associadas a cada uma delas [8].

Esse novo paradigma de projeto, no entanto, gerou o aumento de um outro tipo

de interferência, denominada interferência co-canal (CCI, co-channel interference),

que se caracteriza pela corrupção da informação transmitida, num dado canal, pelo

usuário desejado causada pela transmissão de outros usuários, localizados em outras

células, quando estão usando esse mesmo canal.

A utilização de múltiplas antenas para transmissão e recepção num sistema de

comunicações possibilitou o desenvolvimento de algumas novas técnicas para o com-

bate à CCI baseadas no aproveitamento de diversidade espacial [9]. Essas técnicas

utilizam, dentre outras informações, o conhecimento da posição das fontes trans-

missoras em relação ao receptor. O desenvolvimento de técnicas para localização de

fonte se insere nesse contexto. Aplicações comerciais utilizando múltiplas antenas

de recepção, principalmente no uplink devem se tornar cada vez mais comuns com

o aumento de banda utilizada e da taxa de transmissão. Alguns exemplos disso são

os novos padrões para evolução da telefonia celular de terceira geração, conhecidos

como LTE (long-term evolution). A utilização de múltiplas antenas nesses padrões

está prevista para o uplink do LTE [10]. Técnicas para localização espacial de fon-

tes também são muito importantes em aplicações que utilizam compartilhamento do

acesso ao meio por SDMA (space division multiple access) [11] . O ajuste de filtros
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espaciais para separar dados de usuários diferentes no SDMA é feito a partir das

informações de localização desses usuários. Isso permite a todos os usuários trans-

mitirem ao mesmo tempo usando a mesma banda, representando uma alternativa

ao CDMA (code division multiple access) nessa situação. Os sistemas de localização

de fonte, no entanto, devem ser adaptados ao contexto SDMA, devido à presença de

múltiplos percursos. Para tal situação, são indicados algoritmos como o apresentado

em [12].

Além da CCI, outro efeito negativo do aumento de taxas de transmissão é o

aumento da ISI, que gera grande degradação na qualidade de serviço de um sis-

tema de comunicação. Um dos métodos utilizados para o combate à ISI é o em-

prego de múltiplas portadoras de transmissão. O sistema conhecido como OFDM

(orthogonal frequency division multiplexing) utiliza transformadas do tipo DFT (dis-

crete Fourier transform) para gerar ortogonalidade entre portadoras na transmissão,

possibilitando o uso de equalizadores com um único coeficiente, ou seja, de baixa

complexidade computacional, para eliminar completamente a ISI, quando se utiliza

um prefixo ćıclico com dimensões apropriadas. Nos sistemas OFDM, a presença de

alguns tipos de interferência, como o desvio na frequência central em portadoras

(CFO, carrier frequency offset), causam perda dessa ortogonalidade. É então ne-

cessário que o efeito de CFO seja estimado e compensado no receptor. A utilização

comercial do OFDM é encontrada tanto para TV digital, como no caso do padrão

europeu DVB (digital video broadcasting), quanto para telefonia móvel, nos padrões

LTE [13].

De certa forma, as estimações de DoA e CFO apresentam uma caracteŕıstica

em comum, ambas representam a estimação de efeitos de modulação sobre a fase

do sinal recebido, possibilitando que os mesmos métodos de estimação paramétricas

possam ser adaptados a ambos cenários.

1.3 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento e a utilização de técnicas

paramétricas de estimação que sejam alternativas de menor complexidade compu-

tacional em relação a algumas técnicas consagradas, em alguns cenários de sistemas
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de comunicações.

Outros objetivos são a adaptação dessas técnicas para outros ambientes de siste-

mas de comunicações e o desenvolvimento de um framework unificado, que englobe

todos os ambientes utilizados a fim de se gerar novos entendimentos sobre os algo-

ritmos e favorecer a verificação de interrelações entre os algoritmos propostos.

A Figura 1.1 apresenta as relações entre os algoritmos desenvolvidos no douto-

rado. As setas indicam como se deu o fluxo de desenvolvimento dos algoritmos, com

o objetivo de mostrar qual algoritmo contribuiu para o desenvolvimento do seguinte.

Ao longo da tese são apresentados os seguintes algoritmos:

• O primeiro algoritmo desenvolvido ao longo do doutorado, CB-DoA

(covariance-based direction-of-arrival estimation) se originou no ambiente de

estimação de direction-of-arrival (DoA) em receptores com múltiplas antenas.

O algoritmo CB-DoA está representado pelo bloco 1 na Figura 1.1;

• Em seguida, foi desenvolvido o algoritmo CB-CFO (covariance-based CFO

estimation) utilizando técnicas semelhantes ao CB-DoA num cenário de es-

timação do offset das portadoras em sistemas OFDM. É mostrado no bloco 4

na Figura 1.1;

• Foram então desenvolvidos variantes do algoritmo CB-DoA que proporcio-

nam menor complexidade computacional em relação tanto ao CB-DoA original

quanto a suas contrapartidas do tipo ESPRIT (estimation of parameters via

rotational invariance techniques) [14]. Tais algoritmos são representados nos

blocos 2 e 3 na Figura 1.1;

• Foi desenvolvido um algoritmo para estimação de DoA que visa o processa-

mento dos dados recebidos sem o uso de matrizes de covariância. Esse algo-

ritmo, denominado DD-DoA, está representado no bloco 5;

• Por fim foi desenvolvida uma versão Unitary ESPRIT para estimação de CFO,

representado pelo bloco 6.
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Figura 1.1: Esquema com os algoritmos apresentados na tese.

1.4 Sobre as Variáveis Utilizadas

Neste documento, procurou-se utilizar uma notação que fosse de uso comum, parti-

cularmente inspirada em [15]. Caracteres matemáticos sem negrito, por exemplo a,

são usados para designar variáveis escalares. Vetores são representados através de

caracteres minúsculos em negrito, por exemplo a, enquanto matrizes são mostradas

como caracteres maiúsculos em negrito, por exemplo A. Não é feita uma distinção

na notação entre variáveis determińısticas e aleatórias, deixando tal tarefa para ex-

plicações no corpo do texto. O operadorˆsobre uma variável indica que está sendo

usada sua estimação, por exemplo, â indica a estimação da variável a.

As variáveis aleatórias utilizadas são supostas como possuindo média zero,

hipótese importante para o desenvolvimento dos algoritmos. A suposição de média

zero pode ser retirada, porém são necessárias adaptações em alguns passos dos algo-

ritmos desenvolvidos. Os processos aleatórios utilizados, além de também possuirem

a suposição de média zero, também são supostos ergódicos e estacionários no sentido

amplo. A única exceção à estacionaridade no sentido amplo é o TXK (Tong-Xu-

Kailath) [16] em que várias variáveis são supostas como cicloestacionárias no sentido

amplo, como será mostrado na Subseção 2.2.2.

Em algumas partes do texto, que envolvem descrição operacional dos algoritmos,

foi escolhida uma notação de manipulação de matrizes inspirada na linguagens de

scripts do Matlab.
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Nas descrições dos algoritmos será utilizado um canal modelado como digital, da

mesma maneira que a modelagem feita em [17]. Apenas na Subseção 2.3.2 é feita

uma modelagem analógica do canal. A modelagem digital do canal está associada

a uma taxa de amostragem que garante que seja obedecido o teorema de Nyquist,

o que gera uma recepção sem aliasing.

1.5 Organização do Trabalho

No caṕıtulo 2 são apresentados algoritmos clássicos para estimação paramétrica em

sistemas de comunicações, em especial os algoritmos TXK e ESPRIT. As ideias

contidas no TXK e no ESPRIT inspiraram o desenvolvimento dos algoritmos pro-

postos. São também apresentadas no Caṕıtulo 2 as principais famı́lias de algoritmos

de estimação para um cenário com diversidade espacial. Nesse mesmo caṕıtulo

é abordado o método Matrix Pencil para estimação de parâmetros em somas de

senóides [18].

No Caṕıtulo 3 são apresentados novos algoritmos desenvolvidos para o cenário

de estimação de DoA que são alternativas de baixa complexidade em comparação

com o ESPRIT. Esses algoritmos estão representados na área cinza da Figura 1.1.

No Caṕıtulo 4 são apresentados o problema de estimação de CFO para sistemas

OFDM e o algoritmo ESPRIT [6] para estimação de CFO. Em tal contexto são

propostos dois novos algoritmos com complexidade reduzida em relação ao ESPRIT.

Tais algoritmos estão representados na área branca da Figura 1.1. No caṕıtulo 4,

também é constrúıdo um cenário unificado para alguns métodos propostos para

estimação, como o CB-DoA e CB-CFO. Nesse mesmo cenário é desenvolvida uma

uma versão generalizada do TXK englobando diferentes cenários de estimação.

No Caṕıtulo 5, as principais conclusões da tese e as contribuições do trabalho são

listadas. São também apresentadas propostas para desenvolvimentos de trabalhos

futuros.

No Apêndice A é apresentada uma dedução matemática para expressões de MSE

para dois dos algoritmos propostos.
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Caṕıtulo 2

Algoritmos Existentes para

Equalização e Estimação de DoA

2.1 Introdução do Caṕıtulo

Tradicionalmente, o combate à ISI pode ser feito com técnicas de processamento

de sinais no receptor (equalização, ou precodificação como o método de Tomlinson-

Harashima [17]), através da inserção de redundâncias de informação no transmissor

(codificação de canal), ou de mudanças na banda do sinal transmitido através de

técnicas de modulação (sistemas multiportadora), ou ainda por técnicas espećıficas

de formatação de pulso [17].

Os primeiros sistemas de equalização utilizavam algum conhecimento da função

de transferência do canal, seja através de um sistema externo para identificação do

canal ou pelo envio de sequências de treinamento [17].

Em alguns cenários nos quais são inseridos sistemas de comunicação, tanto o

uso de sistemas de identificação a priori do canal, como o envio de sequências de

treinamento, não são ferramentas viáveis. Isso ocorre, por exemplo, em sistemas

de espionagem ou no caso de testes não-invasivos. Em outras situações, apesar de

ser posśıvel o envio de sequências de treinamento, o uso de um peŕıodo de treina-

mento gera um aumento na utilização de banda que pode ser considerado demasiado

ou desnecessário. Esses casos levaram ao surgimento de algoritmos de equalização

chamados cegos, os quais não necessitam de sequências de treinamento para o seu

funcionamento [19].
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Os primeiros algoritmos desenvolvidos com o conceito de equalização cega eram

baseados em momentos e cumulantes de terceira e quarta ordens do sinal recebido.

Isso gerava a presença incômoda de mı́nimos locais e, na maioria dos casos, uma con-

vergência lenta na equalização [19] [20]. Por exemplo, o algoritmo CMA (constant-

modulus algorithm) se aproveita da presença de śımbolos com módulo constante na

constelação utilizada.

Posteriormente, o desenvolvimento de técnicas que utilizam propriedades ligadas

à cicloestacionaridade do sinal recebido [21] levou ao surgimento de equalizadores

cegos com base apenas em estat́ısticas de segunda ordem do sinal recebido. O pri-

meiro método de equalização cega que utiliza apenas estat́ısticas de segunda ordem

é denominado TXK (Tong, Xu, Kailath) [16], e baseia-se em manipulações de ma-

trizes de covariância do sinal recebido. Essa técnica será descrita na Subseção 2.2.2

e serviu de inspiração para o desenvolvimento dos algoritmos propostos, descritos

nos Caṕıtulos 3 e 4.

O desenvolvimento de sistemas de transmissão sem fio com múltiplas antenas de

transmissão e recepção contribuiu para o uso mais eficiente do espectro dispońıvel e

para o combate mais eficiente das interferências inerentes aos sistemas de transmissão

[9] [22]. O uso de sistemas com múltiplas antenas levou ao surgimento de técnicas de

localização espacial de fontes, como visto no Caṕıtulo 1. Técnicas de localização de

fonte inicialmente se basearam em métodos não-paramétricos de estimação, os quais,

por sua própria natureza, caracterizam-se em geral por apresentar alta complexidade

computacional.

Técnicas de estimação paramétricas, derivadas a partir do estimador ML, foram

inicialmente desenvolvidas aproveitando-se caracteŕısticas conhecidas do espectro

a ser estimado, a fim de diminuir a complexidade em relação aos métodos não-

paramétricos.

O desenvolvimento do método MUSIC (multiple signal classification) [23] re-

presenta uma alternativa a métodos baseados em ML, com menor complexidade

computacional. O uso do MUSIC, em sua versão original spectral MUSIC descrita

em [23], não requer nenhuma suposição sobre a geometria das antenas de recepção,

garantindo uma certa liberdade no projeto do receptor.

O método ESPRIT (estimation of parameters via rotational invariance techni-
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ques) [14] [24] levou a uma redução ainda mais significativa na complexidade com-

putacional ao impor algumas restrições sobre a geometria do array de antenas de

recepção.

Neste caṕıtulo é inicialmente apresentado o algoritmo TXK. A seguir é apresen-

tado o ambiente de estimação de DoA, além do método clássico ESPRIT. Então é

apresentada a técnica beamspace, que permite uma diminuição ainda mais acentu-

ada na complexidade computacional dos algoritmos de estimação paramétrica [25].

São discutidos alguns tópicos ligados ao uso do beamspace, em comparação com os

métodos tradicionais, aplicados no chamado elementspace. É então mostrado o algo-

ritmo Unitary ESPRIT, que possibilita a utilização apenas de operações reais. Por

fim, é mostrado o algoritmo Matrix Pencil (MP), que tem uma formulação parecida

com os algoritmos propostos.

Os algoritmos clássicos apresentados neste caṕıtulo serviram de inspiração para

os algoritmos propostos ao longo desta tese.

2.2 Equalização Cega

Uma das técnicas cujas ideias serviram de inspiração para o desenvolvimento dos

algoritmos propostos nesta tese é um algoritmo originário do cenário de equalização

cega. Tal algoritmo foi denominado TXK [16], um acrônimo envolvendo as iniciais

de seus autores. Para facilitar o entendimento do desenvolvimento dos algoritmos

propostos nos Caṕıtulos 3 e 4, o ambiente de equalização cega assim como o algo-

ritmo TXK serão mostrados nesta seção.

2.2.1 Descrição do Ambiente

Considere o ambiente de comunicação digital associado ao processo de equalização

cega representado pela Figura 2.1, onde s(k) representa o sinal transmitido, n(k) é o

rúıdo branco, aditivo, com distribuição gaussiana (AWGN, additive white Gaussian

noise), x(k) refere-se ao sinal recebido e ŝ(k) representa uma estimação da sequência

s(k).

Representado-se o canal invariante no tempo por sua resposta ao impulso h(k),
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s(k)^

Canal Equalizador

Algoritmo

n(k)

Ruído

s(k)

+
x(k)

Figura 2.1: Ambiente de comunicações associado ao processo de equalização cega.

de comprimento L, observa-se que

x(k) =

L−1
∑

i=0

s(i)h(k − i) + n(k). (2.1)

No problema de equalização cega, deseja-se que a estimação ŝ(k) esteja o mais

próximo posśıvel de s(k), sem conhecimento prévio a respeito tanto de s(k) quanto

de h(k). Há apenas conhecimentos estat́ısticos a respeito de s(k). Considera-se que

tanto s(k) quanto n(k) sejam gerados por processos estocásticos de média zero com

amostras descorrelacionadas no tempo. Não há também conhecimento sobre o rúıdo,

apenas que suas amostras são descorrelacionadas.

Utilizando-se propriedades ligadas à cicloestacionaridade, o sinal de entrada é

sobreamostrado a uma taxa constante no TXK, considerada aqui P = 1/α, com

α < 1, vezes a taxa original, sendo α inteiro. Considerando o sinal originalmente

estacionário, quando medido na taxa de śımbolos. O sinal sobreamostrado pode ser

considerado um sinal cicloestacionário [21], com peŕıodo α vezes o peŕıodo origi-

nal. Usando a teoria de representação em séries de translação (TSR, translational

series representation) [21], formulada por Gardner em [21] para sinais cicloesta-

cionários, pode-se modelar alternativamente como se cada conjunto de subamostras

com peŕıodo α passasse por um subcanal diferente. Esses subcanais são modelados

como sendo independentes entre si, cada um com uma resposta ao impulso que não

está relacionada à dos demais. Considerando-se que cada uma das M TSRs seja

modelada como tendo comprimento Q cujo valor engloba o comprimento do canal

utilizado, a fim de se facilitar uma representação vetorial. Com isso, para a repre-

sentação do sinal recebido x(k), a equação (2.1) para um sistema sobreamostrado
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se torna

x(kα +m) =

Q−1
∑

i=0

s(i+m)h(kα− i−m) + n(kα +m), 0 ≤ m < M, (2.2)

onde m representa o ı́ndice da TSR em questão. Definem-se então os seguintes

vetores,

s(k) =

















s(kQ)

s(kQ+ 1)
...

s((k + 1)Q− 1)

















, x(k) =

















x(kP )

x(kP + 1)
...

x((k + 1)P − 1)

















. (2.3)

Para o funcionamento do algoritmo, P deve obedecer P > Q. Define-se também

uma matriz auxiliar H, contendo a resposta ao impulso dos múltiplos canais gerados

como consequência da representação em TSRs,

H =

















h(k − L) h(k − L− 1) . . . h(k − L−Q+ 1)

h(2k − L) h(2k − L− 1) . . . h(2k − L−Q+ 1)
...

...
. . .

...

h(Pk − L) h(Pk − L− 1) . . . h(Pk − L−Q+ 1)

















. (2.4)

Modela-se ainda o rúıdo como um conjunto de TSRs,

n(k) =

















n(kP )

n(kP + 1)
...

n((k + 1)P − 1)

















, (2.5)

chegando-se então a uma modelagem vetorial para o sistema,

x(k) = Hs(k) + n(k), (2.6)

onde o rúıdo vetorial continua sendo considerado branco. É mostrado em [21] que,

caso s(k) e n(k) sejam originalmente cicloestacionários quando sobreamostrados,

s(k), n(k) e x(k) serão vetores estacionários nas condições apresentadas nesta seção.

Com isso, um sistema com sinais escalares ciclostacionários é transformado num

sistema com sinais vetoriais estacionários. Isso permite a utilização, no sistema

modelado na equação (2.6), de ferramentas matemáticas tradicionalmente usadas

para sinais estacionários. Em comparação com o sistema descrito pela equação (2.1),
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o sistema representado pela equação (2.6) possui mais redundâncias que o sistema

original, como veremos a seguir. Essa redundância permite o uso de algoritmos de

equalização cega com base em momentos de 2a ordem do sinal recebido.

2.2.2 Algoritmo TXK para Equalização Cega

Apresentação das Estruturas: Considere as seguintes matrizes de covariância

Rs(τ) = E[s(k)sH(k − τ)], (2.7)

Rx(τ) = E[x(k)xH(k − τ)]. (2.8)

Considerando-se a entrada branca, tem-se

Rs(τ) =



























Lτ , τ > 0,

I, τ = 0,

(LH)|τ |, τ < 0,

(2.9)

onde I corresponde a uma matriz identidade de dimensões adequadas, e

L =























0 0 . . . 0 0

1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1 0























. (2.10)

A partir das equações (2.6) e (2.9), tem-se que

Rx(τ) = HLτHH + σ2
NLTXK, τ ≥ 0, (2.11)

onde σ2
N representa a potência do rúıdo e LTXK é definido como

LTXK =























0 0 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . 1























. (2.12)
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Teorema de Identificação: No artigo [16], no qual o algoritmo TXK é proposto,

é apresentado um teorema importante sobre identificação de canal. Sejam uma

matriz de canal H, com posto completo por colunas com valor Q, e o vetor s de dados

gerado por um processo aleatório branco, de média zero. O vetor s é transmitido

através do canal H e corrompido por n, gerando-se o sinal recebido x, como mostrado

na equação (2.6). Então o canal representado por H é unicamente identificado pela

autocovariância Rx(0) de x com lag τ = 0 e a autocovariância Rx(1) de x com lag

τ = 1. A prova do teorema encontra-se no artigo [16].

Uma consequência deste teorema é que a estimação do canal gerada a partir das

propriedades de cicloestacionaridade é realizada mesmo quando se apresenta uma

ambiguidade de fase, ou seja, considerando-se Ĥ como a estimativa do canal, então

Ĥ = HQ1, (2.13)

onde Q1 é uma matriz unitária que obedece Q1 = ejφI. Para corrigir tal distorção

de fase, deve-se estimar φ e em seguida efetuar a operação

H = e−jφĤ. (2.14)

Como o canal deve ser unicamente identificado a partir de Rx(1), então mesmo

que haja uma ambiguidade de identificação deve ser respeitada a seguinte equação

Rx(1) = HLHH = HQ1LQH
1 HH. (2.15)

De maneira equivalente, a condição de identificação dada por (2.15) é equivalente

a

L = Q1LQH
1 . (2.16)

Considerando q1,i como a i-ésima coluna de Q1, então

Lq1,i = q1,i+1, (2.17)

que é uma equação caracteŕıstica de uma cadeia de Jordan [16].

Processamento sobre os Dados Recebidos: Faz-se uma decomposição de

Rx(0) em autovalores e autovetores, (EVD, eigenvalue/eigenvector decomposition)

ou seja,

Rx(0) = UΛ2UH , (2.18)
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já que Rx(0) é uma matriz de covariância, sendo, portanto, hermitiana e positiva

semidefinida [16]. Ordenando-se os autovalores λi, com 0 ≤ i ≤ (P − 1) de Rx(0)

em ordem decrescente, pode-se escrever que

λi =











σ2
N + δi, 0 ≤ i ≤ (Q− 1),

σ2
N , Q ≤ i ≤ (P − 1).

(2.19)

Os autovetores correspondentes aos Q maiores autovalores geram um subespaço

conhecido como subespaço do sinal (mas que contém sinal e rúıdo apesar da no-

menclatura), enquanto os demais autovetores geram o chamado subespaço do rúıdo.

Então, formam-se a matriz diagonal Λ2
s, contendo os autovalores do subespaço do

sinal de Rx(0) em sua diagonal, e Us, contendo os correspondentes autovetores em

suas colunas. Considere também a matriz auxiliar F, de dimensões Q× P , definida

por

F = Λ−1
s UH

s , (2.20)

o que de certa forma pode ser visto como um processo de branqueamento.

A partir da equação (2.11), percebe-se que

Rx(1) = HLHH + σ2
NLTXK. (2.21)

A estrutura

Ra = Rx(1) − σ2
NLTXK = HLHH (2.22)

é denominada pencil matricial (MP, matrix pencil).

As operações a seguir têm como caracteŕıstica a projeção de Ra no subespaço

dos sinais, obtido a partir da equação (2.21). Isso gera uma matriz que possui uma

estrutura conhecida, a partir da qual são obtidas estimações ŝ(k). Considere agora

a matriz auxiliar

ΨTXK = FRaF
†

= (Λ−1
s UH

s )Ra(UsΛs)

= (Λ−1
s UH

s )HLHH(UsΛs). (2.23)

Aplica-se uma decomposição em valores singulares (SVD, singular value decomposi-

tion) em ΨTXK, de forma que

ΨTXK = YΣsZ
H . (2.24)
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Até o momento foi feita uma estimação dos parâmetros Ψ. A seguir, esses

parâmetros serão mapeados nas variáveis de interesse, ou seja, o conjunto de da-

dos transmitidos e uma estimação para o canal.

Utilizando o Teorema: Neste ponto, torna-se importante utilizar o teorema de

identificação mostrado em [16], apresentado no ińıcio desta seção. Usando a última

coluna y da matriz de vetores singulares à esquerda Y, gera-se uma nova matriz a

partir da equação (2.17), isto é, a partir do conceito de cadeias de Jordan [16],

Q2 =
[

y ΨTXKy . . . ΨP−1
TXKy

]

. (2.25)

Uma estimativa Ĥ da matriz de canal pode ser obtida com uma incerteza de fase φ,

Ĥ = UsΛsQ2e
jφ. (2.26)

No entanto, a partir do que foi estabelecido no teorema de identificação, a equa-

lização zero forcing (ZF) [17] é obtida sem incerteza de fase,

ŝ(k) = QH
2 Fx(k). (2.27)

Na Tabela 2.1, o algoritmo TXK encontra-se descrito de maneira resumida, supondo-

se já estimadas as estruturas de covariância Rx(0) e Rx(1). Foi utilizada uma

notação com base na linguagem de scripts do Matlab, em que Y(:, end) representa

a última coluna da matriz Y.

Transformação Bilateral: A partir do que foi visto na equação (2.23) do algo-

ritmo TXK, é definida aqui a operação de transformação bilateral (TB) de maneira

que

[Ψ] = TB(Us,Λs,Ra) (2.28)

Nessa operação, a matriz Ra é transformada em ambos os lados utilizando a matriz

definida por Λ−1
s UH

s ,

ΨTXK = Λ−1
s UH

s Ra(Λ
−1
s UH

s )† = Λ−1
s UH

s RaU
H
s Λs. (2.29)

Na Figura 2.2 está representado o processo de estimação do algoritmo TXK.
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Tabela 2.1: Resumo das operações do algoritmo TXK.

TXK

[Us,Λ
2
s] = EVD(R̂x(0) − σ2I)

F = Λ−1
s UH

s

Ra= R̂x(1)−σ̂2L

Ψ = FRaF
†

[Y] = SVD(Ψ)

y = Y(:, end)

Q2 =
[

y Ψy . . . ΨP−1y
]

ŝ(k) = QH
2 Fx(k)

Λ−1
s

Φ

Us
H

EVD

Ψ
TB

x

R

R (0)

x
(1)

σ 2I

Subespaço

Estimação
do

dos
Sinais

Estimação

Variáveis
das

de
Interesse

ŝ(k)

Figura 2.2: Diagrama de blocos representando o processo de estimação do algoritmo

TXK.

2.3 Estimação de DoA

Os algoritmos desenvolvidos nesta tese foram inicialmente aplicados para estimação

de DoA através de um array de antenas de recepção. Portanto, nesta seção será

caracterizado um sistema de comunicações que utiliza propriedades ligadas à diver-

sidade espacial para separação de usuários.
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2.3.1 Métodos Paramétricos

Nesta subseção serão apresentadas as principais famı́lias de métodos de estimação

de parâmetros para um ambiente de estimação de DoA. Utilizando-se uma clas-

sificação simplificada, a estimação de sinais pode ser realizada: ou através da es-

timação da forma de onda completa do sinal original, o que caracteriza um método

não-paramétrico; ou através da estimação de parâmetros, quando se tem algum

conhecimento sobre a forma de onda original, o que caracteriza uma estimação

paramétrica. Por sua vez, os métodos paramétricos inicialmente se basearam no

critério ML. No entanto, com o intuito de diminuir sua complexidade computaci-

onal, foram desenvolvidos métodos subótimos para o critério ML. Esses métodos

podem ser classificados da seguinte maneira [26]:

• Métodos do tipo subspace fitting : Têm como objetivo a minimização de

funções-custo do tipo ‖y−AΦs‖2
2, onde y é a variável observável na recepção,

s é o sinal transmitido, A representa uma matriz de mistura, Φ é uma re-

dundância na estrutura da matriz de mistura e ‖ · ‖F representa a norma de

Frobenius de uma matriz [27]. Exemplos destes métodos incluem os algoritmos

MUSIC [28] e Matrix Pencil (MP)[18];

• Métodos do tipo single shift-invariance (SSI): Utilizam manipulações

da solução da equação de invariância, Ex = EyΨSSI, onde Ex e Ey são matrizes

ligadas ao subespaço dos sinais e ΨSSI é a chamada matriz de invariância que

representa uma redundância na representação dos sistemas. Exemplo deste

tipo de método é o algoritmo ESPRIT [14];

• Métodos do tipo orthogonal vector : Baseiam-se na procura de vetores

ortogonais ao subespaço do rúıdo. Como exemplos, têm-se os algoritmos de

Kumaresan-Tufts [29] e Root-MUSIC [30].

Os métodos propostos, a serem apresentados no Caṕıtulo 3, pertencem à classe de

métodos do tipo SSI, apresentando uma solução alternativa para a resolução da

equação de invariância.

Uma outra classificação é mostrada em [31], onde os métodos de estimação são

divididos em ML, predição linear e baseados em subespaços. Os métodos basea-
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dos em subespaço são subdivididos em orthogonal vector e subspace fitting, com os

métodos SSI dentro do tipo subspace fitting.

Estendendo-se a classificação proposta em [32], os métodos do tipo SSI apresen-

tam 4 etapas de funcionamento, conforme ilustrado na Figura 2.3,

SSI1 Identificação das dimensões do subespaço dos sinais: Como o número

de fontes de transmissão pode ser desconhecido ou variar ao longo do tempo,

pode ser necessária a identificação do número de fontes utilizadas, através de

métodos como os Akaike’s information-theoretic criteria (AIC) [33].

SSI2 Estimação do subespaço dos sinais: Esta etapa é tradicionalmente feita

através das operações EVD ou SVD. Essas operações são custosas computa-

cionalmente. Com isso, alguns métodos de subspace tracking, como o PASTd

(projection approximation subspace tracking) [34], podem ser utilizados como

aproximação neste processo de estimação de subespaço.

SSI3 Solução da equação de invariância: A propriedade de invariância ao deslo-

camento é crucial para a realização da estimação, pois fornece a redundância

de informação necessária para sua solução. A solução da chamada equação

de invariância Ex = EyΨSSI pode ser realizada através de técnicas como LS

(least-squares) ou TLS (total least-squares) [27].

SSI4 Identificação de parâmetros do espectro espacial: Esta é a etapa final

dos métodos utilizando em SSI, que consiste numa manipulação matemática

da solução obtida para a equação de invariância para se obter a estimativa

desejada. A partir do parâmetro estimado, obtém-se também uma estimação

da variável de ambiente desejada, por exemplo, a estimação de DoA.

Todos os algoritmos a serem apresentados nos Caṕıtulos 3 e 4 consistem numa

alternativa à etapa 3, mais especificamente são métodos alternativos ao ESPRIT e

suas variantes. Por causa dessas alterações na realização da etapa SSI3, operações

nas etapas anteriores requerem estruturas de dimensões menores que as de algorit-

mos tradicionais, como o ESPRIT, caracterizando uma menor complexidade com-

putacional também na etapa SSI2. Há uma relação próxima entre os algoritmos

desenvolvidos e os métodos do tipo MP para estimação de senóides em rúıdo branco
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1
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Z

M

E

E

x

y

Φ Θ

Figura 2.3: Etapas dos métodos SSI.

(harmonic retrieval). As relações com algoritmos MP serão mais explicitadas na

Subseção 2.4 e Seção 3.7.

Apesar de se apresentar nesta seção um framework envolvendo métodos de es-

timação apenas para sistemas com diversidade espacial, existem variações voltadas

para a estimação de desvio da frequência da portadora em OFDM, como será mos-

trado na Seção 4.6.

Define-se uma função genérica SSI1 para a realização da primeira etapa de es-

timação, ou seja a identificação do número de fontes utilizadas, ou seja,

[M̂ ] = SSI1(Z), (2.30)

onde Z representa a matriz contendo em suas colunas todos os dados recebidos e M

representa o número de fontes utilizado. A notação utilizada tem por base scripts

Matlab, com o uso de colchetes para denotar a sáıda.

Além disso, define-se uma função SSI2 relacionada à segunda etapa dos métodos

SSI,

[Es,Λ
2
s, σ

2
N ] = SSI2(Rz,Rn, M̂), (2.31)

onde Rz representa uma estimativa ZZH para a covariância E[z(k)zH(k)] dos da-

dos recebidos e Rn uma estimativa da matriz normalizada (sem potência) para

covariância do rúıdo. Em SSI2, é feita uma decomposição do par {Rz,Rn} em au-

tovalores e autovetores generalizados (GEVD - generalized eigenvalue/eigenvector

decomposition),

GEVD(Rz,Rn) = UΛUH . (2.32)

O uso de uma GEVD é necessária quando o rúıdo não é branco, ou seja, sua auto-

covariância não é uma matriz identidade. Ordenando-se de maneira decrescente os
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autovalores generalizados λi, percebe-se a seguinte relação

λi =











σ2
N + δi, 0 ≤ i < M,

σ2
N , M ≤ i < 2N.

, (2.33)

onde σ2
N representa a potência do rúıdo. Os M autovetores generalizados corres-

pondentes aos maiores autovalores generalizados formam o chamado subespaço do

sinal, enquanto os restantes geram o subespaço do rúıdo. Considera-se Us como a

matriz que contém em suas colunas os autovetores generalizados correspondentes ao

subespaço dos sinais. É definida então a matriz Es tal que

Es = ΣnUs. (2.34)

É definida uma variação SSI2b para a função SSI2, válida quando o rúıdo é

branco,

[Us,Λ
2
s, σ

2
N ] = SSI2b(Rz,M). (2.35)

Seu funcionamento é idêntico ao de SSI2, com o uso de uma identidade I no lugar

de Rn. Sua definição é importante pois a operação GEVD se transforma em EVD,

muito menos complexa computacionalmente.

A função SSI3 corresponde a um dos algoritmos propostos ou aos algoritmos

clássicos (como o ESPRIT). No caso do ESPRIT, a resolução da equação de in-

variância é feita através de métodos LS ou TLS, a partir de variáveis resultantes da

SSI2. No caso dos algoritmos propostos, será usada a função TB, que aparece no

contexto do TXK, na Subseção 2.2.2, e, em seguida, uma EVD.

É definida uma função SSI4 que depende do ambiente de estimação utilizado.

Sua expressão genérica é

[θ] = SSI4(Φ), (2.36)

onde θ é um vetor contendo as estimações das variáveis desejadas. A seguir essa

expressão será definida de acordo com o ambiente utilizado.

As funções genéricas definidas aqui serão utilizadas posteriormente na descrição

dos algoritmos.

Estimação TLS: Em alguns dos algoritmos a serem apresentados, será utilizada

uma estimação TLS. A estimação TLS apresentada aqui é mostrada no artigo [35].
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Considere o sistema linear representado por

AX = B + V, (2.37)

onde A é uma matriz conhecida de dimensões m × n e B é uma matriz conhecida

de dimensões m×p e a matriz V representa um rúıdo. Deseja-se estimar X a partir

de A e B. Considere a função

[X̂TLS] = TLS(A,B). (2.38)

Considere a matriz auxiliar

C =





AH

BH





[

A B
]

, (2.39)

onde C tem dimensões (n+ p) × (n+ p). Faz-se uma EVD sobre C,

EVD(C) = EDE−1. (2.40)

A matriz E também equivale à matriz de vetores singulares à direita de
[

A B
]

.

Particiona-se E, que possui dimensões (n+p)×(n+p) em 4 submatrizes, da seguinte

maneira

E =





E11 E12

E21 E22



 , (2.41)

onde E11 tem dimensões n × n, E12 tem dimensões n × p, E21 possui dimensões e

E22 tem comprimento p× p. A estimação X̂TLS é encontrada através de

X̂TLS = −E12E
−1
22 , (2.42)

desde que E22 seja inverśıvel.

2.3.2 Descrição do Ambiente

Num sistema com múltiplas fontes de transmissão e múltiplas antenas de recepção,

considere as fontes posicionadas muito distantes dos receptores, ou seja, num far-

field em relacão ao array de recepção. Considera-se ainda que o meio de propagação

seja isotrópico. Com isso, as ondas eletromagnéticas incidentes no array de recepção

formam uma frente de onda aproximadamente plana [36].
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Dado que as fontes de transmissão estão localizadas num mesmo plano, o pro-

blema de localização de fonte transforma-se num problema de se determinar o ângulo

de recepção, ou seja, o DoA da frente de onda no array receptor.

Considere um sistema de comunicações com M antenas de transmissão e 2N

antenas de recepção, como representado na Figura 2.4, onde M < N . Considere

também que seja realizada transmissão em banda estreita, e que o meio está imerso

em AWGN. O conjunto receptor é restrito de tal forma que as antenas de recepção

possam ser agrupadas em N grupos de 2 antenas, chamados de doublets, tal que

a distância das antenas pertencentes a um dado doublet seja representada por um

mesmo vetor displacement. Displacement é um vetor que tem como origem uma

das antenas do doublet, e seu destino é a outra antena [14]. Pode-se generalizar a

configuração do array de modo que uma mesma antena pertença a dois doublets

distintos, desde que seja a origem do vetor displacement em um deles e o destino do

vetor displacement em outro doublet. Nesse caso, o número total de antenas estaria

entre N e 2N .

Transmissão

... ...

M

Antenas

2N

Recepção

Fontes

Figura 2.4: Ambiente de múltiplas fontes de transmissão e múltiplas antenas de

recepção.

Seja sm(t) o sinal transmitido pela m-ésima antena no tempo cont́ınuo t, com

0 ≤ m ≤ (M − 1) e sejam xi(t) e yi(t) os sinais recebidos no i-ésimo doublet no

tempo t, com 0 ≤ i ≤ (N−1). Além disso, o ângulo de chegada referente à m-ésima
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1 2θ

θ

Fontes de Interesse

Array de Recepcao~,

Figura 2.5: Ângulo θ medido por algoritmos para estimação de DoA.

fonte é referido como θm. Já o ganho da i-ésima antena de recepção para o ângulo

θm é representado por ai(θm). A medição do DoA θ é feita como representado na

Figura 2.5, onde os ćırculos representam fontes transmissores enquanto os quadrados

representam antenas receptoras e o ângulo é medido de acordo com a linha entre as

antenas 1 e 2 pertencentes ao mesmo doublet. Por geometria, pode-se verificar que

o DoA θ corresponde ao ângulo transmitido em relação a uma linha perpendicular

entre a fonte e o array de recepção, como também mostrado na Figura 2.5.

Os sinais xi(t) e yi(t) obedecem as seguintes relações

xi(t) =

M−1
∑

m=0

sm(t)ai(θm) + nx,i(t), (2.43)

yi(t) =
M−1
∑

m=0

sm(t)e
jωδ

c
sin(θm)ai(θm) + ny,i(t), (2.44)

onde c representa a velocidade da luz e nx,i(t) e ny,i(t) representam o rúıdo que

incide nas duas antenas do i-ésimo doublet. Além disso, supôs-se que sm(t) seja um

sinal em banda estreita. A variável ω representa a velocidade angular de propagação

da onda transmitida, enquanto δ é o módulo do vetor displacement.

Definem-se então as variáveis equivalentes no domı́nio do tempo discreto k,

x(k) =
[

x0(k) x1(k) . . . xN−1(k)
]T

, (2.45)

y(k) =
[

y0(k) y1(k) . . . yN−1(k)
]T

, (2.46)

nx(k) =
[

nx,0(k) nx,1(k) . . . nx,N−1(k)
]T

, (2.47)

ny(k) =
[

ny,0(k) ny,1(k) . . . ny,N−1(k)
]T

, (2.48)

s(k) =
[

s0(k) s1(k) . . . sM−1(k)
]T

, (2.49)
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AX =

















a0(θ0) a0(θ1) . . . a0(θM−1)

a1(θ0) a1(θ1) . . . a1(θM−1)
...

...
. . .

...

aN−1(θ0) aN−1(θ1) . . . aN−1(θM−1)

















, (2.50)

Φ =

















e
jωδ

c
sen(θ0) 0 . . . 0

0 e
jωδ

c
sen(θ1) . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . e
jωδ

c
sen(θM−1)

















. (2.51)

Com isso, as equações (2.43) e (2.44) são descritas, no domı́nio do tempo discreto,

respectivamente por

x(k) = AXs(k) + nx(k), (2.52)

y(k) = AXΦs(k) + ny(k). (2.53)

A matriz





AX

AXΦ



 está relacionada aos ganhos das antenas de recepção em relação

aos ângulos de chegada, é chamada de array manifold. O funcionamento do método

ESPRIT requer que





AX

AXΦ



 tenha posto completo M .

A partir desta descrição de ambiente, a etapa SSI4 do processo de estimação

de DoA é feita através da seguinte operação sobre as estimações φ̂i, elementos na

diagonal de Φ,

θ̂i = arcsen

(

c

jωδ
ln(φ̂i)

)

. (2.54)

O vetor θ é formado colocando-se as estimações θ̂i em suas linhas.

2.3.3 Algoritmo ESPRIT para Estimação de DoA

Considera-se uma modelagem alternativa, mais compacta do problema [14], que

permite escrever

z(k) = As(k) + nz(k), (2.55)
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para z(k) de comprimento 2N , onde

z(k) =





x(k)

y(k)



 , (2.56)

A =





AX

AXΦ



 , (2.57)

nz(k) =





nx(k)

ny(k)



 . (2.58)

Considerando-se

Rs = E[s(k)sH(k)], (2.59)

Rz = E[z(k)zH(k)], (2.60)

σ2
NRN = E[nz(k)n

H
z (k)], (2.61)

o modelo de correlação para a equação (2.55) é expresso por

Rz = ARsA
H + σ2

NΣN . (2.62)

São realizadas então as duas primeiras etapas de estimação SSI, de acordo com as

definições da subseção 2.3.1,

Z =
[

z(0) z(1) . . . z(K − 1)
]

, (2.63)

[Us,Λ
2
s, σ

2
N ] = SSI2(Rz,Rn, SSI1(Z)), (2.64)

onde Z se refere a uma matriz contendo em suas colunas todos os snapshots trans-

mitidos.

Por causa da restrição de funcionamento de posto completo, a matriz A deve

possuir posto completo por colunas. Então, existe uma única matriz T, de dimensões

M ×M , com posto completo, tal que

Us = AT. (2.65)

Particionando-se Us da forma

Us =





Ux

Uy



 , (2.66)
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têm-se

Ux = AXT, (2.67)

Uy = AXΦT. (2.68)

A equação de invariância do sistema é dada por

UxΨ = Uy. (2.69)

A fim de resolver a equação de invariância, é definido um único par de matrizes

{Fx,Fy} de posto completo tal que [14]

UxFx + UyFy = 0. (2.70)

Define-se então uma nova matriz auxiliar Ψ tal que

Ψ = −FxF
−1
y . (2.71)

A partir das equações (2.67)–(2.71), tem-se que

AXTΨ = AXΦT. (2.72)

A matriz Φ que contém informações sobre os ângulos de chegada é então estimada

a partir de uma EVD sobre Ψ, ou seja,

Φ̂ = TΨT−1, (2.73)

lembrando que Φ é diagonal.

Normalmente não se tem acesso às médias estat́ısticas que dá origem à matriz de

covariância Rz, utilizando-se então uma estimação R̂z. Com isso, a equação (2.65)

pode corresponder a um sistema denominado indeterminado na álgebra linear, isto

é, pode não existir uma matriz T que satisfaça a equação (2.65) quando R̂z não

corresponder exatamente ao valor de Rz. Obtém-se então uma estimação TLS para

a matriz Ψ de acordo com a equação (2.38), ou seja,

[Ψ̂] = TLS(Ux,Uy), (2.74)

ou seja, para um sistema indeterminado, é posśıvel ser feita uma estimação TLS. A

matriz de parâmetros Φ é estimada a partir de Ψ de acordo com a equação (2.73).

Por fim, é aplicada a função SSI4 para o ambiente de DoA, como definido na

equação (2.54),

[θ̂] = SSI4(Φ̂). (2.75)

Na Figura 2.6 está representado o processo de estimação realizado pelo ESPRIT.
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Figura 2.6: Diagrama de blocos representando o processo de estimação do algoritmo

ESPRIT.

2.3.4 Processamento no Beamspace DFT

Na Subseção 2.3.3, os sinais efetivamente processados estão no próprio domı́nio

de aquisição, cujo espaço correspondente de sinais processados é frequentemente

conhecido como elementspace [24]. No entanto, o processamento pode ser realizado

em um outro domı́nio, a fim de diminuir as dimensões das estruturas tratadas.

O domı́nio escolhido é tal que corresponda a algum beampattern predefinido que

mantenha as caracteŕısticas do sinal desejado.

No caso de um array de recepção uniformemente espaçado (ULA - uniformly

linear array), o beampattern e os coeficientes podem estar relacionados para um

grid de “frequências” uniformemente espaçado. A seguir será descrito um algoritmo

para estimação de DoA baseado em projeções no beamspace com matrizes DFT,

de acordo com [25], que descreve um método ESPRIT trabalhando num beamspace

gerado por matrizes DFT.

Ao se utilizar um beamspace DFT, pode-se interpretar os novos sinais gera-

dos como correspondentes aos sinais originais no domı́nio da frequência. Deseja-

se trabalhar com um beamspace onde estruturas possuam posto reduzido, ou seja,

utilizando-se matrizes que projetam os dados originais em vetores com dimensão me-

nor, de modo a serem obtidos algoritmos com menor complexidade computacional.

Isso é realizado ao se gerar uma matriz de beamspace com a eliminação de algumas

das colunas da matriz DFT, o que pode ser interpretado como sendo equivalente a

uma varredura num espaço de DoAs com dimensões reduzidas. Essa interpretação é
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(a) Beamspace DFT com varredura

completa.

(b) Beamspace DFT com varredura

reduzida.

Figura 2.7: Interpretação da projeção no Beamspace DFT vista como varredura

num espaço de ângulos.

representada na Figura 2.7. Como a varredura é realizada em uma região reduzida,

deve-se ter um conhecimento prévio de em qual região na qual se encontra a fonte

desejada.

Caso não se tenha conhecimento prévio sobre qual a região de busca na qual se

localiza a fonte, podem-se fazer buscas em regiões distintas. Como o processamento

das buscas em regiões distintas pode ser realizado de maneira independente, uma

redução de complexidade computacional em comparação com o processamento do

elementspace pode ser obtido em uma máquina que permita paralelismo no proces-

samento.

Beamspace ESPRIT O artigo [25] apresenta uma versão beamspace DFT para

o algoritmo ESPRIT. O algoritmo ESPRIT original, como visto na Subseção 2.3.3,

impõe algumas restrições à geometria das antenas do array de recepção, de modo a

garantir a existência de uma redundância na representação dos dados recebidos por

dois sub-arrays. Como os dados recebidos são agora processados em um beamspace

DFT, novas restrições devem ser impostas à geometria do array a fim de ainda se

garantir a redundância.

A utilização de um beamspace DFT está ligada à formação de padrões de feixes
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(b) Beamspace ESPRIT.

Figura 2.8: Escolhas de sub-arrays de recepção no Elementspace ESPRIT e no

Beamspace ESPRIT. No caso elementspace, antenas (i, i+ 1), i ı́mpar formam dou-

blets com um sub-array de antenas com padrão cinza e outro representado com um

padrão quadriculado. No caso beamspace, as antenas com padrão cinza quadricu-

lado pertencem a ambos sub-arrays, com uma sobreposição de elementos entre os

doublets.

(beams) que correspondem à DFT do filtro de recepção quando o array de recepção

é um ULA [24]. Nesse caso, o uso de um processamento beamspace leva à śıntese

adequada do espectro de chegada somente em um ULA. Por isso, uma restrição

geométrica adequada para um beamspace DFT é que o array de recepção seja um

ULA.

Outra restrição diz respeito à escolha dos sub-arrays de recepção. Enquanto na

abordagem ESPRIT tradicional, não há necessidade de sobreposição de sub-arrays,

o algoritmo Beamspace ESPRIT requer sobreposição de sub-arrays, o que aumenta a

complexidade computacional do algoritmo para uma mesma quantidade de antenas.

Na Figura 2.8 estão representadas as escolhas de sub-arrays usadas na descrição

Elementspace ESPRIT e no novo Beamspace ESPRIT. Na Figura 2.8a, as antenas

de número par (indicados pela cor cinza) formam um dos sub-arrays enquanto as

de número ı́mpar formam o outro, indicado pelo padrão quadriculado. Já na Figura

2.8b, as antenas numeradas de 2 a 7, preenchidas com os padrões quadriculado e

cinza, pertencem a ambos sub-arrays.

A modelagem utilizada basicamente segue aquela apresentada na subseção 2.3.3.
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Usa-se uma modelagem modificada do sistema em relação às equações (2.52) e (2.53)

zi(t) =

M−1
∑

m=0

sm(t)ai(θm) + nz,i(t), (2.76)

A modelagem da equação (2.76) está relacionada com a equação vetorial (2.55),

apresentada para o caso elementspace.

Amostrando-se o sinal recebido na mesma taxa que os śımbolos transmitidos,

definem-se alguns vetores e matrizes auxiliares no tempo discreto k,

z(k) =
[

z0(k) z1(k) . . . zN−1(k)
]T

, (2.77)

nz(k) =
[

nz,0(k) nz,1(k) . . . nz,N−1(k)
]T

, (2.78)

Com isso, a modelagem discreta do sistema passa a ser feita através de vetores e

matrizes por

z(k) = As(k) + nz(k). (2.79)

São também definidas matrizes de seleção JX e JY tais que

JX =
[

IK 0{K×(N−K)}

]

, (2.80)

JY =
[

0{K×(N−K)} IK

]

, (2.81)

ou seja, JTXJX = JTY JY = IK , onde IK representa uma matriz identidade de di-

mensões K × K e 0{K×(N−K)} representa uma matriz contendo apenas elementos

nulos, de dimensões K × (N −K). A variável K é um parâmetro de projeto ligado

ao grau de sobreposição entre os sub-arrays.

No contexto de um ULA na recepção, há uma distância constante entre as an-

tenas. Seja δ o deslocamento entre antenas receptoras adjacentes. Então A assume

uma estrutura do tipo Vandermonde [24], que é um caso particular do visto para o

elementspace na seção anterior. Com isso, A atende automaticamente às restrições

de invariância à rotação, como definido na Subseção 2.3.3, mais uma vez dando

origem a uma equação de invariância,

JXAΦ = JYA, (2.82)

lembrando que a matriz A nesta subseção tem dimensões N ×M .
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Na abordagem beamspace, o vetor z(k) é processado por transformadas orto-

gonais TH
i , com dimensões N × L, onde L < N . Considerando-se o componente

AWGN descorrelacionado com as fontes, o modelo de covariância para o sistema é

expressado por

Rz = TH
i ARsA

HTi + σ2
NI, (2.83)

onde Rz e Rs representam as matrizes de autocovariância dos sinais recebido e

transmitido, respectivamente.

Na modelagem apresentada para o Elementspace ESPRIT, a matriz A contém

uma redundância em sua estrutura que dá origem à propriedade de invariância à

rotação. Com o uso de matrizes de transformação para o beamspace, a ortogonalidade

não é mais garantida. Para o funcionamento adequado do Beamspace ESPRIT, TH
i A

deve manter as mesmas propriedades de invariância à rotação que a matriz A da

versão elementspace possui.

Considere que a transformação Ti aplicada a z(k) satisfaça

JXTi = JYTiF, (2.84)

para uma matriz F qualquer, com posto completo. Considere ainda que ti,j a j-ésima

coluna de Ti, para 0 ≤ i ≤ N − 1. Caso exista uma matriz Q, tal que










QFHti,j = 0, 0 ≤ j < N −K,

Qti,j = 0, K ≤ j < N,

(2.85)

então, a partir das equações (2.82) e (2.84), conclui-se que

QTH
i A = QTH

i JHXJXA

= QTH
i JHXJYAΦH

= QFHTH
i JHY JYAΦH

= QFHTH
i AΨH . (2.86)

Mais uma vez, são realizadas as duas primeiras etapas do sistema SSI, como definido

na Subseção 2.3.1,

Z =
[

z(0) z(1) . . . z(K − 1)
]

, (2.87)

[Us,Λ
2
s, σ

2
N ] = SSI2b(Rz, SSI1(Z)). (2.88)

31



A partir da equação (2.86), chega-se a uma nova expressão para a equação de in-

variância

QTH
i Us = QFHTH

i UsΦ
H . (2.89)

Do mesmo modo que o Elementspace ESPRIT, na versão beamspace Ψ̂ pode ser

estimada por TLS, através da equação (2.38),

[Ψ̂] = TLS(UX ,UY ), (2.90)

onde, mais uma vez UX = JXUs e UY = JYUs. Descobre-se então Φ através de

uma EVD sobre Ψ

Ψ = EPΦE−1
P , (2.91)

onde EP é uma matriz que representa a relação entre o array manifold A e o

subespaço dos sinais gerado por UX . Por fim, aplica-se a função SSI4 sobre a

estimação Φ̂ de acordo com a equação (2.54),

[θ̂] = SSI4(Φ̂). (2.92)

2.3.5 Unitary ESPRIT

Nas subseções anteriores, o processamento do algoritmo ESPRIT é feito usando-se

operações e estruturas complexas. Como as operações sobre estruturas complexas

possuem um maior número de operações que as equivalentes reais, pode-se afirmar

que boa parte da complexidade computacional do sistema se deve à utilização de es-

truturas complexas. Em [37] é proposta uma alternativa ao ESPRIT em que a maior

parte de seu processamento ocorre apenas com estruturas reais. No entanto, tal al-

goritmo, que recebeu a denominação Unitary ESPRIT, impõe algumas restrições

extras sobre a geometria do array de recepção. Além disso, algumas estruturas

possuem suas dimensões aumentadas ao se passar para o domı́nio de operações re-

ais. Antenas com as mesmas caracteŕısticas de recepção devem estar equidistantes

do centro geométrico do array, chamado centróide do array, como mostrado na Fi-

gura 2.9. Na Seção 3.7 é feita uma comparação da complexidade computacional

entre operações reais e complexas.
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Figura 2.9: Antenas de recepção com as restrições geométricas referentes à in-

variância à rotação e as novas restrições para arrays centro-hermitianos. Antenas

representadas com o mesmo padrão de preenchimento possuem as mesmas carac-

teŕısticas de recepção.

Estruturas Utilizadas: Considere mais uma vez a modelagem apresentada na

equação (2.55), repetida a seguir, por conveniência,

z(k) = As(k) + nz(k).

Mais uma vez, definem-se matrizes de seleção JX e JY , tais que x(k) = JXz(k) e

y(k) = JY z(k), onde x(k) e y(k) estão definidos como nas equações (2.52) e (2.53).

Definem-se então AX e AY tais que

AX = JXA, (2.93)

AY = JYA. (2.94)

Como já mostrado na Subseção 2.3.3,

AY = AXΦ, (2.95)

que representa a equação de invariância do ESPRIT original. Define-se então a

matriz de permutação Πi de dimensões i × i, que possui 1 em sua antidiagonal e

zero nos demais elementos. Uma matriz A é dita centro-hermitiana (CH) [37] se for

satisfeita a seguinte equação,

Π2NA∗ΠM = A, (2.96)

onde o operador ∗ retorna o complexo conjugado de cada elemento da matriz. O

nome CH vem do fato de esse tipo de matriz ter como entradas o complexo con-

jugado das entradas de uma matriz cujas entradas estão simetricamente trocadas

33



na vertical. De maneira equivalente, a matriz é dita hermitiana se apresentar como

entradas o complexo conjugado das entradas de uma matriz com entradas trocadas

simetricamente trocadas em relação à sua diagonal. A equação (2.99) caracteriza

Ā como uma matriz CH, ou seja, se cada coluna tiver seus elementos colocados

numa ordem invertida (um flip na vertical) a nova matriz deve ter como elementos

o complexo conjugado de cada elemento da matriz original. Por exemplo, considere

ai como a i-ésima coluna de A. Considerando

ai =

















ai0

ai1
...

ai(M−1)

















, (2.97)

então










ai(M−1)

ai(M−2)

...ai0











=

















a∗i0

a∗i1
...

a∗i(M−1)

















(2.98)

Já para um array manifold ser CH, as restrições apresentadas na Figura 2.9 se

traduzem matematicamente em critérios matemáticos um pouco mais relaxados que

os representados pela equação (2.96) para uma matriz CH,

Π2NA∗ = AΛCH , (2.99)

tal que ΛCH seja uma matriz diagonal e unitária.

Considere uma matriz de rotação Qa, com a par, definida por

Qa =
1√
2





Ia/2×a/2 jIa/2×a/2

Πa/2 −jΠa/2



 . (2.100)

Com o aux́ılio de Qa é definida uma transformação ψ(M) tal que

ψ(M) = QH
a MQa. (2.101)

É mostrado no artigo [37] que, caso o argumento da transformação ψ(·) seja uma

matriz CH, então a transformação ψ gera uma matriz apenas com elementos reais.

Essa propriedade é a chave para a definição do algoritmo ESPRIT apenas com

operações reais.
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As deduções a seguir pressupõem M , a quantidade de antenas transmisso-

ras, como sendo um número par. Caso fosse um número ı́mpar, a dedução se-

ria semelhante, mudando-se apenas a definição de Qa, dada originalmente pela

equação (2.100) para [1]

Qa =
1√
2











Ia/2×a/2 0 jIa/2×a/2

0T
√

2 0T

Πa/2 0 −jΠa/2











. (2.102)

Voltando-se à matriz Qa conforme definida na equação (2.100), a matriz UM

contendo em suas colunas os autovetores de uma matriz M e a matriz Uψ(M) de

autovetores de sua transformação ψ(M) estão relacionadas por

UM = QaUψ(M). (2.103)

Para qualquer matriz M, é mostrado em [37] que uma transformação E(·), defi-

nida por

E(M) =
[

M ΠaM
∗Πa

]

, (2.104)

gera sempre uma matriz CH.

Usando-se então as equações (2.101) e (2.104), conclui-se que, a partir de uma

matriz M qualquer, a transformação

T (M) = ψ(E(M)) (2.105)

gera uma matriz apenas com elementos reais.

Considerando as partições MX e MY de M, ou seja,

MX = JXM, (2.106)

MY = JYM, (2.107)

então, é mostrado em [37] que T (M) está relacionado com MX e MY através da

seguinte expressão

T (M) =





ℜ(MX + ΠNM∗
Y ) −ℑ(MX −ΠM∗

Y )

ℑ(MX + ΠNM∗
Y ) ℜ(MX − ΠM∗

Y )



 , (2.108)

onde o operador ℜ(·) retorna a parte real do seu argumento enquanto ℑ(·) retorna

sua parte imaginária. Verifica-se a partir da equação (2.108) que a computação
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de T (M) apresenta uma complexidade pequena, envolvendo basicamente adições,

subtrações e permutações de matrizes. Esse pequeno overhead de complexidade e o

ganho proporcionado pelo algoritmo no novo domı́nio proporcionam a redução total

de complexidade computacional do Unitary ESPRIT em relação ao original.

Considere uma matriz Z(i) contendo K snapshots de z(k) em suas colunas, ou

seja,

Z(i) =
[

z(i) z(i− 1) . . . z(i−K)
]

, (2.109)

A partir das propriedades já definidas para a transformação T (·), a matriz T (Z(i))

representa uma estrutura apenas com elementos reais. Essa é a estrutura básica a

partir da qual é deduzido o algoritmo.

A seguir é então definida uma estrutura ZFB(i) do tipo forward-backward (FB)

ZFB(i) =
[

Z(i) Π2NZ∗(i)
]

. (2.110)

A matriz ZFB(i) pode ser decomposta da seguinte forma

ZFB(i) =





X ΠMY∗

Y ΠMX∗



 , (2.111)

o que, por sua vez, leva à fatoração [37]

ZFB(i) =





AX

AXΦ





[

S Φ−1S∗

]

(2.112)

Nova Equação de Invariância: É definida então a covariância R dos dados reais

representados por T (Z(i)) num intervalo de K amostras, ou seja,

R = T (Z(i))T H(Z(i)). (2.113)

A covariância R, no entanto, também pode ser expressa a partir da matriz FB de

dados ZFB

R = QH
2NZFBZH

FBQ2N = ψ(ZFBZH
FB). (2.114)

Como as matrizes R e ZFBZH
FB estão relacionadas pela transformação ψ(·),

então suas respectivas matrizes de autovetores estão relacionadas de acordo com

a equação (2.103), isto é,

UR = Q2NUZZ . (2.115)
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Particiona-se a matriz UZZ de modo que

CX = JXUZZ , (2.116)

CY = JYUZZ . (2.117)

As matrizes CX e CY representam partes da estrutura de UZZ . A matriz UZZ

gera o mesmo subespaço dos sinais gerado pela matriz ZFB. Como é mostrado na

equação (2.112), ZFB possui uma regularidade em sua estrutura, gerando uma in-

variância à rotação semelhante à gerada pela estrutura Z. Com isso, assim como no

caso do ESPRIT original, apresentado na Subseção 2.3.3, a matriz UZZ de autove-

tores dos dados, apresenta uma redundância na sua estrutura. Essa regularidade na

estrutura pode ser expressa pela seguinte equação de invariância [37]

CXΨ = CY . (2.118)

Essas estruturas já são matrizes com elementos reais. A fim de que se possa de-

duzir um algoritmo com equivalência entre soluções de estimações TLS, é necessário

que a estimação da matriz UZZ , e, consequentemente, de CX e CY , seja feita ape-

nas com estruturas reais. Como apresentado na equação (2.108), a transformação

T (·) pode ser utilizada para se trabalhar apenas com elementos reais. Procura-se

também um método de estimação do subespaço dos sinais a partir de T (Z(k)).

Solução TLS com Elementos Reais: Define-se a estrutura auxiliar

ZFB,CH = ZFB





IN×N 0

0 ΠN



 =
[

Z(i) Π2NZ∗(i)ΠM

]

. (2.119)

A matriz ZFB,CH representa uma transformação do tipo E(·), ou seja, é uma ma-

triz CH. Além disso, verifica-se a relação ZFB,CH = E(Z(i)). Utilizando-se a

equação (2.105), pode-se dizer que

ψ(ZFB,CH) = T (Z(i)), (2.120)

o que possibilita a utilização de estruturas apenas com elementos reais na estimação

do subespaço dos sinais.

Em ambientes com presença de AWGN, a equação de invariância expressa em

(2.118) é considerada indeterminada, isto é, não apresenta solução através da in-
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versão direta da matriz CX . O problema pode ser resolvido através de uma aborda-

gem TLS, como mostrado na Subseção 2.3.3. A solução TLS pode ser obtida através

dos autovetores da matriz

CTLS =





CH
X

CH
Y





[

CX CY

]

. (2.121)

O cálculo de CTLS exige que sejam feitas operações com números complexos.

Deseja-se então utilizar as relações de autovalores já definidas nesta seção de

modo a se ter operações apenas com elementos reais. Então, a partir da relação de

autovetores expressa pela equação (2.103), pode-se dizer que

UZZ =





CX

CY



 =





JX

JY



QMUZ,FB,CH. (2.122)

A partir da equação (2.122) tem-se que

CX = JXQMUZ,FB,CH, (2.123)

onde UZ,FB,CH representa a matriz com autovetores de UFB,CH . Com isso,

ΠMC∗
X = ΠMJXQ∗

2NUZ,FB,CH. (2.124)

Como JY = ΠMJXΠ2N , então

ΠMC∗
X = ΠMΠMJYΠ2NQ∗

2NUZ,FB,CH = JYQ2NUZ,FB,CH = CY . (2.125)

A partir da equação (2.125), verifica-se a seguinte equivalência

[

CX CY

]

=
[

CX ΠMC∗
X

]

. (2.126)

Considera-se a matriz auxiliar

CCH =
[

CX ΠMC∗
X

]





IK 0

0 IK



 . (2.127)

Pode-se perceber a seguinte relação

E(CCH) = T (CX). (2.128)

Considera-se então

P = T (CH
XCX) = QH

2K





IK×K 0

0 ΠK



CTLS





IK×K 0

0 ΠK



Q2K . (2.129)
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Define-se UP como uma matriz com os autovetores de P em suas colunas e também

é definida UCTLS a matriz contendo os autovetores de CTLS em suas colunas. As

matrizes UP e UCTLS se relacionam por

UCTLS =





IK 0

0 Π



Q2MUP =
1√
2





IN jIN

IN −jIN



UP (2.130)

Particionando-se as matrizes UP e UCTLS em submatrizes de mesmas dimensões

UP =





W11 W12

W21 W22



 , (2.131)

UCTLS =





U11 U12

U21 U22



 . (2.132)

As soluções TLS para cada um dos problemas podem ser representadas por

ΥP = −W12W
−1
22 , (2.133)

ΨCTLS = −U12U
−1
22 . (2.134)

A partir das equações (2.130), (2.133) e (2.134), pode-se reescrever a

equação (2.134) como

ΨCTLS = −(W12 + jW22)(W12 − jW22)
−1, (2.135)

= −((−W12W
−1
22 ) − jIM)((−W12W

−1
22 ) + jIM)−1, (2.136)

= −(ΥP − jIM)(ΥP + jIM)−1. (2.137)

A equação (2.137) mostra que é posśıvel se resolver uma equação de invariância com

matrizes complexas a partir de um outro problema em que apenas estruturas reais

são utilizadas.

Aplicando-se EVD sobre ΥP

ΥP = TPΩT−1
P , (2.138)

é afirmado em [37] que a matriz Φ̂ de DoA estimados está relacionada com Ω por

Φ̂ = −(Ω − jIM)(Ω + jIM)−1. (2.139)

As equações (2.105), (2.137) e (2.139) juntas possibilitam o cálculo da solução TLS

de maneira semelhante ao ESPRIT utilizando-se apenas estruturas com elementos

reais, gerando o algoritmo denominado Unitary ESPRIT, como mostrado a seguir.
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Estimação São primeiramente realizadas as duas primeiras etapas de um processo

de estimação SSI, de acordo com o visto na Subseção 2.3.1,

[URs
,Λ2

Rs
, σ2

N ] = SSI2b(R, SSI1(T (CX))). (2.140)

São usadas as matrizes de seleção KX e KY sobre URs
, onde

KX = QH
N (JX + ΠNJXΠ2N)Q2N , (2.141)

KY = QH
Nj(JX − ΠNJXΠ2N)Q2N . (2.142)

Ao se usarem essas matrizes, deseja-se obedecer a equação de invariância definida a

seguir,

KXURs
Υ = KYURs

. (2.143)

É encontrada a solução TLS ΥTLS para a equação (2.143), através da equação (2.38),

ou seja,

[ΥTLS] = TLS(KXURs
,KYURs

). (2.144)

A partir da equação (2.138) encontram-se os parâmetros Ω. Os parâmetros Φ são

encontrados a partir da equação (2.139). Por fim, é realizada a operação SSI4 para

o contexto de estimação de DoA, como definida na equação (2.54),

[θ̂] = SSI4(φ̂). (2.145)

2.4 Métodos do tipo MP (Matrix Pencil)

O objetivo desta subseção é apresentar um método existente na literatura que estima

DoA na recepção e que possui formulação com algumas similaridades com os algo-

ritmos propostos a serem apresentados nos Caṕıtulos 3 e 4. Tal método, conhecido

como MP [18] é bem menos citado e utilizado que o ESPRIT. Sua comparação com

os algoritmos propostos é então exposta de uma maneira resumida no Caṕıtulo 3.

Por isso, sua descrição será feita mais resumidamente que no caso dos algoritmos

com base no ESPRIT.

Um sistema ESPRIT com base no uso de MPs usado na aplicação de harmonic

retrieval é mostrado em [38]. O algoritmo trabalha com as mesmas estruturas a

serem apresentadas no CB-DoA, porém o processamento é diferente, baseando-se
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em um MP. Além disso, exige o uso de arrays manifolds com estrutura do tipo Van-

dermonde, semelhante ao de ULAs. A seguir será detalhado um outro método [18]

com base em MP para estimação de DoA e harmonic retrieval.

Na modelagem do método MP apresentado em [18], considera-se que uma mis-

tura de M senóides é recebida num array de N antenas, isto é,

x(k) =

M
∑

t=1

|bt|e((αt+jωt)k+jφt) + n(k), 0 ≤ k ≤ K − 1. (2.146)

onde |bt| representa a amplitude do sinal, φt é a fase, αt é o fator de decaimento e

ωt representa as frequências das senóides. Considerando a prinćıpio que não haja

AWGN no sistema, o sinal recebido pode ser dividido na parte de informação trans-

mitida bt e de desvanecimento zt pela seguinte relação

x(k) =
M
∑

t=1

btzt, (2.147)

onde

bt = |bt|ejφt , (2.148)

zt = e(αt+jωt)k. (2.149)

O artigo [18] tem como objetivo a estimação dos parâmetros zt. Para isso,

consideram-se as seguintes estruturas auxiliares de dados [18]

X =

















xL−1

xL−2

...

x0

















, Y =

















xL

xL−1

...

x1

















, (2.150)

ZL =

















1 1 . . . 1

z1 z2 . . . zM
...

...
. . .

...

zN−L−1
1 zN−L−1

2 . . . zN−L−1
M

















, (2.151)

onde L representa um janelamento nos dados na recepção.

ZR =

















zL−1
1 zL−2

1 . . . 1

zL−1
2 zL−2

2 . . . 1
...

...
. . .

...

zL−1
M zL−2

M . . . 1

















, (2.152)
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Com isso, pode-se escrever

X = ZLBZR, (2.153)

Y = ZLBZZR, (2.154)

onde B é uma matriz diagonal, de tamanho M × M contendo os valores de bi,

enquanto Z também é uma matriz de dimensões M × M , diagonal, contendo os

valores de zi. A partir dessas definições, o parâmetro L é chamado de parâmetro do

pencil, enquanto os elementos zt estão relacionados com a redução de posto de Y

em relação a X.

Considere o MP (Y−ztX). Deseja-se descobrir os autovetores nulos desse matrix

pencil, ou seja, achar os vetores qt tais que (Y − ztX)qt = 0, ou, numa abordagem

LS,

X†Yqt = ztX
†Xqt = ztqt, (2.155)

onde † representa a pseudo-inversa de Moore-Penrose.

Prosseguindo o desenvolvimento, agora considerando AWGN presente, faz-se

uma SVD sobre X,

X = U0Σ0V
H
0 . (2.156)

Consequentemente, X† = V0Σ
−1
0 UH

0 . Então,

X†Yqt = V0Σ
−1
0 UH

0 Y1qt = ztqt. (2.157)

Como qt = V0V
H
0 qt e VH

0 V0 = I,

V0Σ
−1UH

0 YV0V
H
0 qt = ztV0V

H
0 qt, (2.158)

Multiplicando-se os dois lados da equação (2.158)por VH
0 ,

Σ−1
0 UH

0 YV0(V
H
0 qt) = zt(V

H
0 qt), (2.159)

ou seja, os escalares zt representam os autovalores de Σ−1
0 UH

0 YV0, associados aos

autovetores VH
0 qt. Percebe-se que zt então são equivalentes aos autovalores de X†Y.

O problema que utiliza a modelagem clássica para estimação de DoA, apresen-

tado nas seções anteriores, tem uma relação com o problema de estimação de zt na

modelagem apresentada nesta seção. A diferença básica nas modelagens é que a

estimação de DoA tenta achar valores para modulação de fase para a frequência
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ωt. Além disso, o fator de desvanecimento eαt da modelagem apresentada na

equação (2.149) não está inclúıdo na modelagem de DoA assumido nos algoritmos

propostos nesta tese.

2.5 Discussões do Caṕıtulo

Em relação a todos os algoritmos descritos: Este caṕıtulo tem como objetivo

mostrar os principais algoritmos que influenciaram o desenvolvimento dos algoritmos

propostos nesta tese. Os algoritmos apresentados neste caṕıtulo são mostrados na

Figura 2.10.

Os dois ambientes apresentados nesta seção, ou seja, equalização cega e estimação

de DoA, apresentam alguns pontos em comum. Como visto na Seção 2.2, devido

às propriedades de cicloestacionaridade, a modelagem de equalização feita através

de TSRs gera um sistema equivalente com múltiplas entradas e sáıdas, do mesmo

modo que o ambiente de múltiplas antenas. Isso proporciona um conjunto de relações

entre os ambientes de equalização cega e estimação de DoA que serão detalhadas na

Subseção 3.2.

Neste caṕıtulo foram apresentados dois tipos de algoritmos para estimação de

DoA: algoritmos com base no método ESPRIT (com variações beamspace e unitary)

e o algoritmo MP. O método ESPRIT foi apresentado por representar um dos ti-

pos de algoritmos mais usados atualmente para estimação paramétrica de DoA. O

método MP foi apresentado pela semelhança nas estruturas utilizadas em relação

ao algoritmo proposto CB-DoA, a ser apresentado na Subseção 3.3. No entanto,

o método MP apresenta restrições mais ŕıgidas na geometria das antenas quando

comparado com o algoritmo proposto. Os métodos com base em ESPRIT são os

que apresentam as mesmas restrições do algoritmo proposto, e será portanto, o

método utilizado para comparação de complexidade computacional e MSE (mean

square error) no Caṕıtulo 3. As versões beamspace e unitary são apresentadas por

serem utilizadas como comparação para algoritmos propostos, respectivamente, nas

Subseções 3.4 e 3.5.

As Redundâncias presentes no ESPRIT: A partir da descrição do algoritmo

ESPRIT, pode-se verificar a presença de algumas redundâncias em suas estruturas.
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ESPRIT
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Matrix

Figura 2.10: Representação dos algoritmos apresentados no Caṕıtulo 2, compreen-

dendo os ambientes de equalização cega e estimação de DoA.

Como visto na equação (2.62), sua primeira decomposição é feita utilizando-se a

matriz Rz. Pode-se verificar que a estrutura de Rz apresenta a seguinte forma

Rz =





Rx Rxy

Ryx Ry



 . (2.160)

Usando-se as matrizes de seleção JX e JY conforme definidas na Subseção 2.3.4,

pode-se dizer que

Rx = JXRzJ
H
X = AXRsA

H
X + σ2JXΣnJ

H
X , (2.161)

Ryx = JYRzJ
H
X = AXΦRsA

H
X + σ2JYΣnJ

H
X , (2.162)

Rxy = JXRzJ
H
Y = AXRsΦ

HAH
X + σ2JXΣnJ

H
Y , (2.163)

Ry = JYRzJ
H
Y = AXΦRsΦ

HAH
X + σ2JYΣnJ

H
Y . (2.164)

Considera-se agora o caso em que os dados são transmitidos por fontes descorre-

lacionadas, ou seja, Rs é diagonal, o que é uma hipótese bastante razoável no caso

de transmissão com multiplexação espacial. Mesmo no caso de transmissão com

diversidade, pode-se usar métodos de suavização espacial, como o mostrado em [39]

para se descorrelacionar os dados das fontes. Considera-se também que

JXΣnJ
H
X = JYΣnJ

H
Y , (2.165)
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ou seja, que o campo de rúıdo nas antenas do sub-array X tenha o mesmo compor-

tamento estat́ıstico de segunda ordem das antenas do sub-array Y. Nesse caso,

Ry =AXRsΦΦHAH
X + σ2JYΣnJ

H
Y

=AXRsA
H
X + σ2JXΣnJ

H
X

=Rx, (2.166)

ou seja, sob tais hipóteses, Ry = Rx. Com isso, verifica-se que o processamento

sobre Rz poderia ser feito utilizando-se apenas Rx e Rxy. Esse fato será explorado

nos algoritmos propostos que são apresentados nos Caṕıtulos 3 e 4.

Vantagens apresentadas por sistemas com múltiplas antenas: O uso de

um receptor com múltiplas antenas, como os descritos neste caṕıtulo, apresenta

uma série de vantagens em relação a receptores móveis tradicionais com uma única

antena. Na seção 1.2 é comentado o uso do receptor com múltiplas antenas no com-

bate à CCI, que é considerada uma das principais vantagens desse tipo de receptor.

Além do combate à CCI, em [9] são apresentadas as seguintes vantagens:

• Redução no delay spread e no combate ao desvanecimento de multipercurso

(multipath fading) [8]: essas inteferências são combatidas pelo uso das in-

formações de diferentes antenas, produzindo uma diversidade espacial de es-

timações para desvanecimento;

• Atribuição dinâmica de canais: aproveitando-se o efeito de um conjunto de

antenas no receptor sobre a geometria da célula, que pode variar ao longo do

tempo, de acordo com as necessidades ligadas ao tráfego de informação;

• Redução na quantidade de handoffs : mais uma vez por causa da possibilidade

de flexibilização na geometria das células.

Além desses itens, é mostrado que outras vantagens aparecem como consequência das

melhorias anteriores, como a redução na probabilidade de falha de transmissão (ou-

tage), causada pela diminuição da CCI, e uma implementação com maior eficiência e

menor custo, por causa da flexibilidade e robustez do sistema com múltiplas antenas.

As vantagens apresentadas acima têm como foco sistemas com multiplexação de

acesso feita por TDMA (time division multiple access). Como foi mencionado na
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Subseção 1.2, o uso de múltiplas antenas de recepção em um sistema de comunicações

permite que o compartilhamento de acesso possa ser feito através de multiplexação

espacial. Isso dá origem aos sistemas SDMA (space division multiple access), que

permitem que todos os usuários transmitam simultaneamente utilizando a mesma

banda, sem a redundância de informação presente em novos esquemas de comparti-

lhamento de acesso como a transmissão com códigos de espalhamento CDMA [11].

Na tese [40], é desenvolvida uma modelagem para um sistema com array de

antenas no uplink de um sistema CDMA, apresentando um receptor Rake do tipo

utilizado pelo IS-95 (interim standard 95 ) modificado de modo a utilizar informações

espaciais dos sinais transmitidos. Verifica-se que o novo receptor Rake apresenta

um desempenho superior ao Rake tradicional. Em vários cenários de simulação

utilizados, o sistema com array de antenas apresenta uma menor BER (bit error

rate).

Uma discussão ampla de vantagens da utilização de array de antenas em sistemas

comerciais IS-95 e o IS-136 (interim standard 136), que é baseado em TDMA, pode

ser encontrada na tese [41]. O trabalho tem como foco as vantagens relacionadas a

aumento da capacidade do sistema e redução na BER.

Utilização de estimação de DoA em sistemas padronizados: O desenvolvi-

mento de técnicas de estimação de DoA e as vantagens vislumbradas pela utilização

de arrays de antenas [9] levaram à incorporação de múltiplas antenas em alguns

sistemas padronizados. Em [42] o algoritmo MUSIC é simulado em um ambiente

h́ıbrido TDMA-SDMA, desenvolvido a partir de modificações no padrão DECT (di-

gital enhanced cordless communications) de telefonia portável (cordless). Resulta-

dos apresentados em [42] mostram que, com a utilização de técnicas de supressão

de interferência, como transmissão descont́ınua, o sistema com múltiplas antenas

consegue uma qualidade de serviço superior ao padronizado.

Em [43], é proposto um desenvolvimento do padrão DECT para antender às

especificações de telefonia de 3a geração feito pelo 3GPP (3rd generation partnership

project), comitê que padronizou os requisitos para um padrão continental europeu

de telefonia móvel em meados da década de 1990. O padrão DECT é parte da

famı́lia de padrões IMT-2000 (international mobile telecommunications 2000 ). A

evolução do padrão DECT foi desenvolvida pelo consórcio TSUNAMI (technology
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in smart antenna for the universal advanced mobile infrastructure), utilizando um

h́ıbrido TDMA-SDMA para multiplexação de acesso. Para se fazer o rastreamento

(tracking) da posição das fontes é feita uma modificação do MUSIC, com o uso de

um filtro de Kalman para se estimar a evolução temporal da estimação de DoA.

Ainda no artigo [43], também é implementado um sistema h́ıbrido CDMA-SDMA

que atende às especificações de 3a geração, com o algoritmo MUSIC para estimação

de DoA.

Na tese [40] são implementados dois sistemas de estimação de DoA num cenário

IS-95 com array de antenas. Os métodos implementados são o algoritmo MP e

um algoritmo que usa sequências de treinamento nas portadoras-piloto, ambos para

realizar a estimação de DoA. Surpreendentemente o método MP, mesmo sem um

sinal de referência, apresenta melhor desempenho.

No artigo [44], o algoritmo ESPRIT é implementado no uplink de um sistema

padronizado WCDMA (wideband code division multiple access), de acordo com as

especificações do 3GPP. A estimação de DoA é feita para diversos tipos de canal

em taxas de até 4096 kcps (kilochips per second). Em outro artigo dos mesmos

autores [45], é feita uma comparação de desempenho entre vários algoritmos de

estimação de DoA no uplink do WCDMA para um array receptor com 8 antenas.

Para um cenário em que o número de usuários transmissores já é conhecido, o

algoritmo com melhor desempenho nas simulações em termos de taxa de erro foi o

Unitary ESPRIT [45].

O artigo [46] aplica os algoritmos MUSIC e ESPRIT, além de um algoritmo

proposto para estimação de DoA em conjunto com estimação de canal no uplink de

um sistema CDMA contendo um receptor rake e um detector multiusuário MMSE.

2.6 Conclusões do Caṕıtulo

Neste caṕıtulo foram apresentados os dois principais métodos cujas ideias origina-

ram os novos algoritmos propostos para estimação. O método TXK é o primeiro

algoritmo de equalização cega de canais baseado apenas em estat́ısticas de segunda

ordem do sinal recebido. Por sua vez, o método ESPRIT é um método tradicional de

estimação paramétrica, originalmente proposto num cenário de estimação de DoA
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para um ambiente com múltiplas antenas de recepção. São também apresentadas

as versões beamspace e unitary para o método ESPRIT, que diminuem sua com-

plexidade computacional. Outro algoritmo de estimação de DoA apresentado é o

MP, cuja solução está relacionada com a dos algoritmos a serem usados no próximo

caṕıtulo.

Na parte de discussões do caṕıtulo, é mostrado como o algoritmo ESPRIT tra-

balha com dados que apresentam redundância. A abordagem com base em TXK

a ser desenvolvida no próximo caṕıtulo explora essa redundância para diminuir a

complexidade computacional do ESPRIT. Além disso, foram discutidas algumas im-

plementações presentes na literatura de algoritmos de estimação de DoA em sistemas

padronizados. Também são discutidas as vantagens do uso de array de antenas em

sistemas de comunicação.

A partir dos algoritmos e aplicações mostrados neste caṕıtulo foi feito o desen-

volvimento dos novos algoritmos propostos para estimação de DoA, mostrados no

próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Novos Algoritmos para Estimação

de DoA

3.1 Introdução do Caṕıtulo

Neste caṕıtulo serão apresentados novos algoritmos para estimação baseados nos

algoritmos TXK e ESPRIT aplicados ao contexto de estimação de DoA em sistemas

com múltiplas antenas de recepção [2]. O objetivo para o desenvolvimento desses al-

goritmos é ter uma complexidade computacional menor que a do algoritmo ESPRIT

utilizando-se as mesmas restrições geométricas.

São apresentados quatro algoritmos de estimação de DoA ao longo deste caṕıtulo:

• CB-DoA (covariance-based direction-of-arrival estimation): primeiro algo-

ritmo desenvolvido, uma alternativa de baixa complexidade para a versão de

covariância do ESPRIT para estimação de DoA;

• Beamspace CB-DoA: diminui a complexidade do CB-DoA através da utilização

de projeções em subespaços de menor dimensão, os beamspace DFTs;

• Real CB-DoA: diminui a complexidade do CB-DoA ao gerar um algoritmo

com predomı́nio de operações reais. Tal vantagem é obtida ao custo de se ter

uma maior restrição na geometria do array de recepção;

• DD-DoA (direct data direction-of-arrival estimation): alternativa de baixa

complexidade para a versão SVD (single value decomposition) do ESPRIT.
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Ruído 1

+

Ruído 2

Fonte 1
+
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Figura 3.1: Ambiente de identificação que engloba, como casos particulares, os

ambientes de equalização cega e de estimação de DoA.

3.2 Estendendo o TXK para a estimação de DoA

Nesta seção, o ambiente de equalização é estendido de modo a englobar uma con-

figuração mais geral relacionada tanto à equalização quanto à estimação de DoA.

A partir disso, o algoritmo TXK será estendido de modo a possibilitar que possa

ser feita tanto a equalização quanto a estimação de DoA. Esta subseção tem como

objetivo mostrar o racioćınio impĺıcito na tarefa de desenvolver um algoritmo com

base no TXK para estimação de DoA.

Como apresentado na Subseção 2.2.2, uma entrada s(k) possuindo proprieda-

des de cicloestacionaridade é equivalente a um sistema multicanal estacionário com

entrada s(k), de comprimento Q, mostrada na equação (2.3), reproduzida a seguir

s(k) =

















s(kQ)

s(kQ+ 1)
...

s(kQ+Q− 1)

















, (3.1)

onde Q representa o comprimento das TSRs, e corresponde também ao número de

subcanais representados.

Nesse sistema equivalente com múltiplos canais, a covariância cruzada entre as

entradas s(kQ + i), 0 ≤ i ≤ (Q − 1) dos diversos subcanais é predefinida pela co-

variância temporal da sequência cicloestacionária s(k). No caso do algoritmo TXK,

o sinal s(k) é modelado como branco, o que corresponde a um s(k) com covariância

E[s(k)sH(k)] nula para elementos fora de diagonal principal, isto é, representando

a covariância entre instantes distintos. Generaliza-se agora o ambiente original do

algoritmo TXK a fim de que possam existir sinais com covariância cruzada entre

subcanais mais genérica do que a definida pela covariância temporal de cada si-
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nal. No novo ambiente, sinais de entrada de cada subcanal não são necessariamente

amostras temporais de um mesmo processo estocástico, ou seja, gera-se si(k) em

cada i-ésimo subcanal, sendo os sinais de diferentes subcanais relacionados por uma

matriz de covariância com estrutura conhecida.

Considera-se inicialmente que existam dois sinais de entrada: s1(k), com auto-

covariância Rs1 = E[s1(k)s
H
1 (k)]; e s2(k) com autocovariância Rs2. Esses sinais

estão relacionados por uma matriz de covariância cruzada Rs12 = E[s1(k)s
H
2 (k)].

O sistema de mistura gera duas sáıdas, corrompidas respectivamente pelos rúıdos

n1(k) e n2(k). Tal sistema é resumidamente descrito na Figura 3.1, que representa

uma generalização do sistema da Figura 2.1. O ambiente da Figura 3.1 é então

modelado como dois sistemas com entradas s1 e s2. A entrada s1 passará por um

sistema representado pela matriz de mistura M1 e sofrerá a interferência do rúıdo

n1, gerando o sinal x1. De maneira equivalente, a entrada s2 do sistema M2 gera

uma sáıda x2 após sofrer a interferência de n2. Matematicamente, isso pode ser

modelado pelas seguintes equações

x1 = M1s1 + n1, (3.2)

x2 = M2s2 + n2. (3.3)

Os sistemas M1 e M2 estão relacionados linearmente por

M2 = ΦM1, (3.4)

onde Φ é uma matriz que representa uma redundância que existe na representação

do sistema, sendo também o conjunto de parâmetros do sistema a ser estimado. De

maneira alternativa, o sistema pode ser representado por

z =





x1

x2



 = M





s1

s2



+





n1

n2



 . (3.5)

Como visto na Subseção 2.2.2, no algoritmo TXK original, há apenas uma matriz

de mistura H, que representa as TSRs associadas ao canal original, enquanto o

conjunto de parâmetros estimado no TXK está relacionado ao autovetor associado

ao maior autovalor da matriz de autocovariância sem rúıdo de lag 1 Rx(1) = HLHH .

O processo de estimação paramétrica se conclui na equação (2.24) do TXK. As

etapas seguintes do TXK envolvem a estimação ŝ(k) do sinal transmitido, e são
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manipulações sobre o parâmetro estimado, de maneiro equivalente à etapa SSI4. Do

mesmo modo, uma versão do TXK para estimação de DoA exigiria a 4a etapa de

estimação SSI, isto é, identificação das DoAs a partir de Φ, com formulação diferente

do que é feito para o problema de equalização.

Estimação neste novo contexto: Consideram-se estimadas a autocovariância

Rx1 de x1 e Rn1 como a autocovariância do rúıdo n1. São realizadas então as

primeiras duas etapas de estimação, de acordo com as definições da Subseção 2.3.1,

Z =





x1

x2



 , (3.6)

[Us,Λ
2
s, σ

2
N ] = SSI2(Rx1,Rn1, SSI1(Z)), (3.7)

Consideram-se as seguintes matrizes de covariâncias cruzadas,

Rb = E[x1x
H
2 ], (3.8)

Σ12 = E[n1n
H
2 ]. (3.9)

Aplica-se então uma operação TB sobre (Rb −Σ12), ou seja,

[Ψ] = TB(Us,Σs,Rb − Σ12). (3.10)

de modo que

Ψ = Λ−1
s UH

s (Rb − Σ12)UsΛs = Λ−1
s UH

s M1Rs12ΦMH
1 UsΛs, (3.11)

Então, a matriz diagonal Φ pode ser obtida a partir de uma EVD sobre a matriz Ψ

como mostrado na equação (3.11).

Por fim, é efetuada a quarta etapa de estimação SSI para DoA, de acordo com

a equação (2.54), ou seja,

[θ̂] = SSI4(Φ̂). (3.12)

A formulação do TXK estendido é o embrião do desenvolvimento do algoritmo

teórico GTXK (generalized TXK ) que pretende criar um framework unificado para

os algoritmos paramétricos de equalização cega, estimação de DoA e estimação de

CFO. O framework unificado será mostrado na Seção 4.6.

52



3.3 Covariance-Based DoA Estimation (CB-

DoA)

Considere o cenário de estimação de DoA, conforme é apresentado na Subseção 2.3.3,

ou seja, representado pelas equações (2.52) e (2.53), repetidas aqui por conveniência,

x(k) = AXs(k) + nx(k), (3.13)

y(k) = AXΦs(k) + ny(k). (3.14)

Considera-se o ambiente de equalização estendido de modo a englobar o pro-

blema de DoA. Tal ambiente é definido na Subseção 3.2. Podem ser verificadas as

equivalências mostradas na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Equivalências entre TXK estendido e o ambiente de estimação de DoA.

DoA TXK Estendido

x(k) x1

y(k) x2

nx(k) nx

ny(k) ny

AX M1

Definem-se então algumas estruturas de covariância dos sinais recebidos

Rx = E[x(k)xH(k)], (3.15)

Rxy = E[x(k)yH(k)], (3.16)

σ2
NRnx = E[nx(k)n

H
x (k)], (3.17)

Rnxy = E[nx(k)n
H
y (k)]. (3.18)

São feitas as etapas 1 e 2 de uma estimação SSI, de acordo com o que foi definido

na Subseção 2.3.1, ou seja,

[Us,Λ
2
s, σ

2
N ] = SSI2(Rx,Rn,x, SSI1(Z)). (3.19)

A equação (3.19) utiliza o par {Rx,Rn,x} para fazer a segunda etapa de estimação

SSI, o que é bem menos custoso computacionalmente que o par {Rz,Rn} do ES-

PRIT, como mostrado na equação (2.64).
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Considera-se Us como a matriz contendo os autovetores generalizados corres-

pondentes ao espaço dos sinais em suas colunas. A matriz Rs contém os autovalores

associados a esses autovetores. Então, existe uma matriz de posto completo V tal

que

AX = UsΛsV. (3.20)

Sabendo-se que

Rxy = AXΦHAH
X + Rnxy, (3.21)

é realizada uma operação TB, conforme definida na Subseção 2.2.2,

[Ψ] = TB(Us,Λs,Rxy − σ̂2Rnxy), (3.22)

onde σ̂2 é o valor da potência do rúıdo estimado a partir dos autovalores de Rx.

Então, a partir da equação (3.20) e da operação TB tem-se

Ψ = VΦHVH, (3.23)

ou seja, podemos estimar os ângulos de chegada através de uma EVD sobre a matriz

Ψ. Por fim, é aplicada a função SSI4 para o ambiente de DoA, como definido na

equação (2.54),

[θ̂] = SSI4(Φ̂), (3.24)

de acordo com a equação (2.54), repetida a seguir, por conveniência,

θ̂i = arcsen

(

c

jω∆
ln(φ̂i)

)

. (3.25)

O algoritmo descrito nesta seção é denominado Covariance-Based Direction of

Arrival Estimation (CB-DoA). A Figura 3.2 contém um resumo das operações do

algoritmo CB-DoA.

3.3.1 Comparações entre CB-DoA e TLS-ESPRIT

Complexidade Computacional: Mais uma vez utilizou-se uma notação inspi-

rada em códigos Matlab, a Tabela 3.2 compara os algoritmos TLS-ESPRIT e CB-

DoA apresentados, respectivamente, na Subseção 2.3.3 e na Seção 3.3. São definidas

as seguintes matrizes de seleção

JX =
[

IM 0M

]

(3.26)

JY =
[

0M IM

]

(3.27)
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Figura 3.2: Diagrama de blocos representando o processo de estimação do algoritmo

CB-DoA.

A partir dessa tabela, verifica-se que o algoritmo TLS-ESPRIT utiliza:

• 1 GEVD de um par de matrizes de dimensões 2N × 2N ;

• 2 EVDs (1 para uma matriz hermitiana de dimensões 2M × 2M e 1 para uma

matriz não-hermitiana de dimensões M ×M);

• 1 inversão de uma matriz de dimensões M ×M ;

• 6 multiplicações de matrizes (5 para pares de matrizes de dimensões M ×M

e 1 para o produto de uma matriz 2N × 2N por uma matriz 2N ×M).

Por sua vez, o algoritmo CB-DoA utiliza:

• 1 GEVD de um par de matrizes de dimensões N ×N ;

• 1 EVD de uma matriz de dimensões N ×N ;

• 1 inversão de uma matriz diagonal de dimensões M ×M ;

• 3 multiplicações de matrizes de dimensões M ×M por matrizes de dimensões

M ×N ;

• 1 subtração de matrizes de dimensões N ×N .

Apesar de o custo computacional ser bastante dependente da implementação

utilizada, verifica-se que o algoritmo CB-DoA requer menos operações que o TLS-

ESPRIT. Isso pode ser também verificado na Tabela 3.3, a partir de complexidades
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Tabela 3.2: Comparação entre os algoritmos TLS-ESPRIT e CB-DoA.

ESPRIT CB-DoA

[Us,Λs, σ̂
2] = GEVD(R̂z(0), Σ̂n(0)) [Us,Λs, σ̂

2] = GEVD(R̂x(0), R̂n,x(0))

Es = Σn(0)Us F = Σ−1
s UH

s

Ex = JXEs Ra = R̂xy(0)−σ̂2
xyR̂n,xy(0)

Ey = JYEs

Ea =





EH
x

EH
y





[

Ex Ey

]

[E,Λ] = EVD(Ea) Ψ = FRaF
H

E12 = JXEJTY [V,ΦH ] = EVD(Ψ)

E22 = JYEJTY

Ψ = −E12E
−1
22

[T,Φ] = EVD(Ψ)

assintóticas para operações matriciais apresentadas em [27]. Percebe-se que, apesar

de exigir o conhecimento, ou estimação das matrizes de covariância de rúıdo, o al-

goritmo CB-DoA tem requisitos computacionais bem menos rigorosos que o método

tradicional TLS-ESPRIT.

Desempenho A fim de se medir o impacto da eficiência computacional, foram

realizadas simulações em Matlab para o TLS-ESPRIT e o CB-DoA. Os parâmetros

utilizados foram:

• Dados transmitidos gerados a partir de uma distribuição gaussiana com

variância 0,5;

• Matriz AX gerada aleatoriamente, cada entrada com distribuição gaussiana

de variância 0,5;

• Métrica utilizada: variação de SNR (signal-to-noise ratio) em relação ao MSE:

MSE =
1

M

M−1
∑

i=0

|θi − θ̂i|2. (3.28)
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Tabela 3.3: Comparação para as operações requeridas por TLS-ESPRIT e CB-DoA.

Operação Compl. [27] TLS-ESPRIT CB-DoA

EVD Matrizes Não-Hermitianas O(25n3) 2 1

EVD Matrizes Hermitianas O(n2) 1 1

Inversão Completa O(2n3/3) 2 1

Inversão Matrizes Diagonais O(n) – 1

Multipl. de Matrizes O(n3) 6 3

Subtração O(n2) – 1

• Para cada fonte, 5000 dados transmitidos;

• Média de MSE sobre 300 realizações no ensemble.

Os resultados de simulação para M = 4 antenas de transmissão e N = 9 doublets de

recepção estão representados na Figura 3.3. Já os resultados para M = 7 antenas

de transmissão e N = 12 doublets de recepção estão mostrados na Figura 3.4.
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Figura 3.3: MSE para TLS-ESPRIT e CB-DoA em função da SNR para M = 4

antenas de transmissão e N = 9 doublets de recepção.

Verifica-se que os MSE são equivalentes em boa parte da faixa de SNRs utilizadas,

com o algoritmo CB-DoA apresentando valores de MSE um pouco menores em geral.
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Figura 3.4: MSE para TLS-ESPRIT e CB-DoA em função da SNR para M = 7

antenas de transmissão e N = 12 doublets de recepção.

A fim de se verificar o ganho computacional proporcionado na nossa imple-

mentação, os algoritmos implementados em Matlab têm seus tempos de estimação

medidos na seguinte plataforma:

• PCs com processadores Intel Pentium IV 3GHz;

• Memória RAM 512MB;

• Fedora Linux com Matlab 7.0.

Mais uma vez foram utilizadas 5000 amostras e 300 realizações no ensemble. Os

resultados são apresentados na Tabela 3.4. A métrica Razão está definida como

Razão =
Tempo para CB-DoA

Tempo para ESPRIT
. (3.29)

Observa-se que o algoritmo CB-DoA torna-se cada vez mais rápido que o TLS-

ESPRIT à medida em que se aumenta o número de antenas de transmissão e re-

cepção utilizadas, sem qualquer prejúızo em termos de MSE. Destaca-se que, para

um número grande antenas, conseguiu-se um tempo de simulação quase 80% me-

nor. Esses resultados de simulação por tempo são apenas ilustrativos, pois possuem

uma alta dependência da maneira como são implementados os métodos. Os valo-

res quantitativos sofrem também dependência de ocupação do sistema operacional,
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Tabela 3.4: Tempo médio de execução para TLS-ESPRIT and CB-DoA para número

distintos de antenas transmissoras (M) e doublets de recepção (N).

M N TLS-ESPRIT CB-DoA Razão

1 4 1, 17 · 10−3s 9, 36 · 10−4s 0, 795

4 9 1, 92 · 10−3s 1, 28 · 10−3s 0, 668

7 12 3, 64 · 10−3s 1, 67 · 10−3s 0, 459

14 30 1, 34 · 10−2s 3, 28 · 10−3s 0, 243

18 39 2, 91 · 10−2s 5, 80 · 10−3s 0, 199

portanto, devem ser considerados de maneira diferente que o restante da análise de

desempenho e complexidade.

3.3.2 CB-DoA e Cramer-Rao Lower Bound

No estudo de estimação, um limite teórico é estabelecido para a variância de esti-

madores, tal limite é conhecido como Crámer-Rao lower bound (CRLB) . Tal limite

pode ser comparado com o MSE do sistema, que se estabelece como uma estimativa

para a variância dos mesmos, quando se supõe média nula para erros de estimações

de DoA.

A fim de se realizar um estudo um pouco mais teórico sobre o algoritmo CB-

DoA, foi utilizada a expressão simplificada para o CRLB apresentado em [24] para

uma única antena de transmissão,

CRLB =
6

SNR ·N3K
, (3.30)

onde K é o número de snapshots. Mais uma vez foram utilizados 5000 dados de

transmissão e 300 realizações no ensemble. Foram utilizadas também N = 4 doublets

de recepção. Os resultados para os algoritmos TLS-ESPRIT e CB-DoA estão re-

presentados na Figura 3.5. Nota-se que ambos algoritmos estão distantes do CRLB

aproximado. Isso pode ser atribúıdo tanto à aproximação do CRLB, quanto ao fato

de os algoritmos de subespaço se utilizarem de aproximações em relação aos al-

goritmos mais complexos computacionalmente baseados em ML. Um terceiro fator

que pode ser apontado é a utilização de array manifolds com elementos aleatórios,
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o que simula alguns DoAs que se encontram em faixas de valores possivelmente

problemáticas em termos de resolução para cada um dos algoritmos sem violar as

condições para utilização da expressão (3.30).
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Figura 3.5: MSE para CB-DoA e TLS-ESPRIT, e o CRLB aproximado, com M = 1

e N = 4.

3.4 Beamspace CB-DoA

Nesta seção é desenvolvida uma extensão do algoritmo CB-DoA utilizando-se o con-

ceito de beamspace DFT e a modelagem de dados apresentados na Subseção 2.3.4.

Neste caso, os sinais recebidos são projetados por matrizes Ti em espaços diferentes

da aquisição, denominados beamspaces. Após o processamento, é aplicado o algo-

ritmo CB-DoA para cada subconjunto de dados, como representado na Figura 3.6. O

array de recepção é um ULA com seus sub-arrays são escolhidos com sobreposição,

como explicado na Subseção 2.3.4 [3].

Assim como para o Beamspace ESPRIT, devem ser mantidas as propriedades

de invariância à rotação nos dados a serem processados no Beamspace CB-DoA, ou

seja, as restrições geométricas de invariância à translação devem ser garantidas. Para

isso, necessita-se que exista uma matriz Q, que obedeça a equação (2.85), repetida
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Figura 3.6: Esquema de funcionamento para o algoritmo Beamspace CB-DoA.

a seguir,











QFHti = 0, 0 ≤ i < N −K,

Qti = 0, K ≤ i < N,

(3.31)

onde os vetores ti representam as colunas de TH
i .

São definidas mais uma vez, como na equação (2.81), as matrizes JX e JY que

selecionam K dentre N colunas de uma matriz,

JX =
[

IK 0{K×(N−K)}

]

, (3.32)

JY =
[

0{K×(N−K)} IK

]

, (3.33)

A partir da discussão na Subseção 2.3.4, reescreve-se a seguir a equação (2.86)

QTH
i A = QTH

i JTXJXA

= QTH
i JTXJYAΦH

= QFHTH
i JTY JYAΦH

= QFHTH
i AΦH . (3.34)

Após uma EVD sobre Rx e a separação dos subespaços dos sinais e ao rúıdo, gera-

se uma matriz Us cujas colunas contêm o subespaço dos sinais de Rx. Tem-se

então a equação de invariância no beamspace, já apresentada na Subseção 2.3.4,
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equação (2.89),

QTH
i Us = QFHTH

i UsΦ
H . (3.35)

Considere então a matriz de covariância R1, tal que

R1 = QRzQ
H = Q[TH

i ARsA
HTi + σ2

NI]QH , (3.36)

Estimação Inicialmente são feitas as duas primeiras etapas de uma estimação SSI

de acordo com o que foi definido na Subseção 2.3.1, ou seja,

[Us,Λ
2
s, σ

2
N ] = SSI2b(R1, SSI1(Z)), (3.37)

Considere que exista uma matriz quadrada V, com posto completo, que satisfaça

QTH
i A = UsΛsV (3.38)

de acordo com as condições dadas por (3.31). Como

Ψ = Λ−1
s UH

s QFH(Rz − σ2
NI)QHUsΛs

= Λ−1
s UH

s QFHTH
i AAHTiQ

HUsΛs

= Λ−1
s UH

s QTH
i AΦAHTiQ

HUsΛs, (3.39)

então é realizada uma operação TB, conforme definida na Subseção 2.2.2,

[Ψ] = TB(Us,Λs,QFH(Rz − σ2
NI)QH). (3.40)

A partir da equação (3.38), conclui-se que

Ψ = VΦVH, (3.41)

ou seja, a matriz Φ pode ser encontrada a partir de uma EVD sobre Ψ. Em seguida é

realizada a 4a etapa de estimação SSI em cenário de DoA, dada pela equação (2.54),

[θ̂] = SSI4(Φ̂). (3.42)

A Figura 3.7 mostra um resumo das operações do algoritmo Beamspace CB-DoA.
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Figura 3.7: Diagrama de blocos representando o processo de estimação do algoritmo

Beamspace CB-DoA.

3.4.1 Comparações entre Beamspace CB-DoA e Beamspace

ESPRIT

Complexidade Computacional: A fim de se fazer uma comparação entre o

algoritmo Beamspace ESPRIT e a versão beamspace do algoritmo CB-DoA, a com-

plexidade computacional de ambos os algoritmos é mostrada nesta seção. A Tabela

3.5 resume uma comparação das operações básicas de ambos algoritmos. Quando

múltiplas linhas ou colunas são necessárias, uma notação inspirada em scripts Mat-

lab é utilizada. Lembra-se que M é o número de fontes, N o número de sensores e

L é a dimensão do beamspace. Como apresentado em [25], diferentes projeções de

beamspace são realizadas em paralelo, devido à inerente modularização do algoritmo.

Com isso, a análise de complexidade computacional é realizada para apenas uma

sub-banda beamspace. A partir da Tabela 3.5, verifica-se que o algoritmo Beamspace

ESPRIT requer:

• 3 EVDs (1 para uma matriz hermitiana de dimensões 2M × 2M , 1 para uma

matriz hermitiana de dimensões M ×M , e 1 para uma matriz hermitiana de

dimensões L× L);

• 1 inversão de uma matriz de dimensões M ×M ;

• 10 multiplicações de matrizes (2 para produtos entre uma matriz com di-

mensões L × L e uma matriz com dimensões L × N , 2 para um produto de
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Tabela 3.5: Resumo comparativo dos algoritmos Beamspace ESPRIT e Beamspace

CB-DoA.

Beamspace ESPRIT Beamspace CB-DoA

[Us,Λs, σ̂
2
N ] = EVD(R̂z) [Us,Λs, σ̂

2
N ] = EVD(QR̂zQ

H)

Ux = QTH
i Us F = Λ−1

s UH
s

Uy = QFHTH
i Us Ra= R̂z−σ̂2I

Ea =





UH
x

UH
y





[

Ux Uy

]

Ψ = FsQFHRaQ
HFHs

[E,Λ] = EVD(Ea) [Φ] = EVD(Ψ)

E12 = E(0 : M − 1,M : end)

E22 = E(M : end,M : end)

Ψ = −E12E
−1
22

[Φ] = EVD(Ψ)

uma matriz de dimensões L×L e uma matriz de dimensões L×N , 1 para um

produto de um par de matrizes de dimensões L× L, e 4 para produtos entre

uma matriz de dimensões M × L e uma matriz com dimensões L×M).

Já o algoritmo Beamspace CB-DoA requer:

• 2 EVDs (1 para uma matriz hermitiana de dimensões L × L e 1 para uma

matriz hermitiana de dimensões M ×M);

• 1 inversão de uma matriz diagonal de dimensões M ×M ;

• 8 multiplicações de matrizes (2 para um par de matrizes com dimensões L×L,

1 para um produto de uma matriz de dimensões M × M e uma matriz de

dimensões M × L, 4 para produtos entre uma matriz com dimensões M × L

e uma matriz com dimensões L × M , e 1 para produtos de uma matriz de

dimensões M × L e uma matriz de dimensões L×M).

• 1 subtração entre matrizes de dimensões N ×N matrices.

64



Verifica-se que o algoritmo Beamspace CB-DoA apresenta uma menor complexidade

computacional em relação ao Beamspace ESPRIT. De fato, o Beamspace CB-DoA

exige um número menor de multiplicações de matrizes, e uma operação mais simples

de inversão de matriz. Além disso, o Beamspace CB-DoA requer menos EVDs,

uma operação bastante complexa computacionalmente. A Tabela 3.6 mostra uma

comparação mais detalhada em relação à complexidade assintótica das operações

básicas, de acordo com [27].

Tabela 3.6: Comparação para as operações requeridas por beamspace ESPRIT e

beamspace CB-DoA.

Beamspace Beamspace

Operação Complex. [27] ESPRIT CB-DoA

EVD Matr. Hermitianas O(n2) 3 2

Inversão Completa O(2n3/3) 1 –

Inversão Matr. Diagonais O(n) – 1

Multipl. de Matrizes O(n3) 10 8

Subtração O(n2) – 1

Desempenho: Assim como na Subseção 3.3.1, foi usado o MSE como métrica de

comparação, como definido na equação (3.28). No nosso cenário de comparação, foi

computada uma média sobre 200 execuções de Monte Carlo. A Figura 3.8 compara

Beamspace ESPRIT com o algoritmo proposto Beamspace CB-DoA para 2 fontes

e 18 antenas de recepção, em função do número de beams. Como pode ser obser-

vado a partir da Figura 3.8, o comportamento de ambos algoritmos em termos de

MSE é bastante próximo, tanto no cenário sem rúıdo quanto para SNR = 25 dB.

Como são usadas 18 antenas de recepção, lembra-se que, para 18 beams, os algo-

ritmos beamspace equivalem à sua versão elementspace. A partir da definição do

algoritmo CB-DoA no beamspace, percebe-se que o desempenho do algoritmo Be-

amspace CB-DoA em termos de MSE é inferiormente limitado pelo desempenho da

sua versão elementspace, que equivale ao algoritmo versão beamspace quando 18 an-

tenas ão usadas, tanto na versão sem rúıdo quanto quando é usada SNR = 25 dB. O
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Figura 3.8: MSE medido para os algoritmos Beamspace ESPRIT e Beamspace CB-

DoA, usando 2 fontes e 18 antenas de recepção, em função do número de beams.

MSE da versão beamspace pode ocorrer devido a caracteŕısticas inerentes ao próprio

algoritmo ou por se utilizar uma banda inadequada no domı́nio DFT.

3.4.2 Comparações com o CRLB

Num segundo cenário de simulação, foi medido o MSE para os algoritmos Be-

amspace ESPRIT e Beamspace CB-DoA para 2 fontes e 18 antenas de recepção,

usando-se um beamspace de dimensão 12. Foi inclúıda também uma aproximação

para o limite teórico CRLB, de acordo com a expressão simplificada apresentada na

equação (3.30),

CRLB =
6σ2

N

K(N2 − 1)Nσ2
s

, (3.43)

onde K = 500 representa o número de snapshots e σ2
s representa a potência das

fontes. O resultado é bastante coerente com o que foi visto na subseção 3.3, com

uma distância grande entre o Beamspace CB-DoA e o CRLB. Essa distância já

aparecia na versão elementspace e o processamento no beamspace não reduz o MSE,

já que o foco está apenas na diminuição da complexidade computacional.

Os resultados comparativos para o MSE das versões beamspace do ESPRIT e CB-

DoA eram até certa forma esperados, pelos resultados já obtidos para o elemetspace,

que pode ser visto como um caso espećıficos do beamspace, e por serem feitas as

mesmas operações em ambos os algoritmos para a redução de complexidade.
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Figura 3.9: MSE para os algoritmos Beamspace ESPRIT e Beamspace CB-DoA,

para M = 2 fontes e N = 18 antenas de recepção, em função da SNR, para 12

beams. CRLB também está inclúıdo. O uso de 18 antenas neste cenário corresponde

às versões elementspace de cada algoritmo.

3.4.3 Comparações entre Beamspace CB-DoA e Elements-

pace CB-DoA

A comparação entre dois algoritmos propostos, as versões beamspace e elementspace

do algoritmo CB-DoA pode ser feita levando-se em conta vários fatores. Um dos

mais importantes é a plataforma de hardware na qual os algoritmos são testados, já

que qualquer estrutura paralela oferece vantagens para o algoritmo beamspace CB-

DoA. Outro fator que influencia a comparação é a existência de um conhecimento

prévio da localização das fontes, pois o processamento de algumas sub-bandas pode

se revelar desnecessário. O número de sub-bandas utilizadas modifica a análise de

complexidade do algoritmo.

Quando se compara a computação de uma sub-banda do algoritmo Beamspace

CB-DoA com sua versão elementspace, a quantidade total de operações matriciais

exigidas pela versão beamspace é maior. No entanto, como as operações no beamspace

são realizadas sobre estruturas de matrizes e vetores de dimensões menores, então, há

uma quantidade menor de operações escalares. Por exemplo, o algoritmo Beamspace

CB-DoA requer 8 multiplicações matriciais, enquanto a versão elementspace exige

apenas 3. No entanto, há uma redução no número de operações escalares, devido às
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dimensões reduzidas das estruturas, o que pode compensar o aumento no número

de operações escalares, visto que a complexidade assintótica da multiplicação entre

matrizes é O(n3) [27].

Em relação à complexidade computacional, outra diferença entre os modelos

elementspace e beamspace é a escolha dos sub-arrays com e sem sobreposição de an-

tenas. Quanto maior o grau de sobreposição, obrigatória para a versão beamspace,

maior é o conjunto de dados para se processar. Até o momento a versão trabalhada

para o elementspace contém dados sem sobreposição, ou seja de mı́nima complexi-

dade. O uso de sobreposição entre sub-arrays exigiria um número ainda maior de

operações da versão elementspace na comparação com o Beamspace CB-DoA.

3.5 Real CB-DoA

Nesta seção será apresentado o algoritmo Real CB-DoA, uma alternativa que di-

minui a complexidade computacional do algoritmo proposto CB-DoA, com base na

utilização de estruturas reais. A utilização de estruturas com elementos complexos

é uma das caracteŕısticas do algoritmo CB-DoA. Para se tornar uma alternativa

de mais baixa complexidade ao algoritmo CB-DoA, foi necessário impor novas res-

trições à geometria das antenas de recepção. Essas novas restrições tornam o array

de recepção como sendo do tipo CH, conforme foi apresentado na Subseção 2.3.5.

A Figura 2.9 ilustra uma interpretação geométrica dessas restrições, isto é, antenas

com posição simétrica em relação ao centróide do array devem possuir caracteŕısticas

semelhantes de recepção.

Na Subseção 2.3.5 foi mostrado que a equação de invariância original do

ESPRIT (a mesma do CB-DoA) possui uma forma alternativa apresentada na

equação (2.118), apenas com elementos reais. Foi mostrado ainda que a solução TLS

para a equação de invariância puramente real possui uma equivalência com a solução

TLS da equação de invariância original, conforme indicado na equação (2.137). A

seguir serão feitas algumas operações matemáticas sobre a estrutura do modelo apre-

sentado na Subseção 2.3.5 de modo a ser posśıvel uma manipulação das estruturas

de covariância apenas com elementos reais.
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Estruturas utilizadas Considere a equação (2.128), aqui reproduzida,

E(CCH) = T (CX), (3.44)

onde E(·) é dado pela equação (2.104), repetida a seguir por conveniência,

E(M) =
[

M ΠaM
∗Πa

]

. (3.45)

Por sua vez, T (·) é definido a partir da equação (2.105), isto é,

T (M) = ψ(E(M)). (3.46)

Então realiza-se a transformação T sobre CX ,

T (CX) = QH
N

[

CX CY

]





IK 0

0 ΠK



Q2K . (3.47)

Voltando à matriz de autovetores de R, dada pela equação (2.115), separa-se

em URS os autovetores correspondentes aos M maiores autovalores de R. Então

T (CX) pode ser reescrita como [1]

T (CX) =
1√
2
QH
N

[

JXQ2NURS JYQ2NURS

]





IK jIK

IK −jIK



 . (3.48)

Definem-se mais uma vez as matrizes auxiliares de seleção

KX = QH
N (JX + ΠNJXΠ2N)Q2N , (3.49)

KY = jQH
N (JX − ΠNJXΠ2N)Q2N . (3.50)

Utilizando o fato de que JX = ΠNJYΠ2N , então

T (CX) =
1√
2

[

KXURS KYURS

]

. (3.51)

A partir do que foi visto na Subseção 2.3.5, há uma invariância na estrutura de

UZZ , matriz dos autovetores da covariância referente à matriz de snapshots Z(i).

Tal invariância é mantida pelas novas matrizes de seleção KX e KY [1] [37]. Com

isso, chega-se a uma nova equação de invariância, já mostrada na equação (2.143),

repetida aqui por conveniência,

KXURSΥ = KYURS. (3.52)
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Estimação São então definidas duas matrizes de covariância geradas aplicando-se

as novas matrizes de seleção KX e KY sobre R.

R00 = KX(R − σ̂2I)KH
X , (3.53)

R10 = KY (R − σ̂2I)KH
X , (3.54)

onde σ̂2 representa a potência estimada do rúıdo. Então, as equações (3.53) e (3.54)

podem ser reescritas como

R00 = KXQH
2N (Z(i)ZH(i) − σ̂2I)Q2NKH

X , (3.55)

R10 = KYQH
2N (Z(i)ZH(i) − σ̂2I)Q2NKH

X , (3.56)

São então realizadas as duas primeiras etapas de estimação SSI, de acordo com o

apresentado na Subseção 2.3.1,

[U00s,Λ
2
00s, σ

2
N ] = SSI2b(R00, SSI1(T (CX))), (3.57)

Define-se a matriz S contendo os dados transmitidos

S =
[

s(0) s(1) . . . s(K − 1)
]

. (3.58)

Então, existe uma matriz H de posto completo tal que

KXQH
2NS = U00sΛ00sH. (3.59)

Utilizando-se a equação (2.143), que representa a equação de invariância, tem-se

KYQH
2NS = KXQH

2NSΥ = U00sΛ00sHΥ. (3.60)

Mais uma vez, utilizando-se a equação de invariância,

RF = Λ−1
00sU

H
00sKXQH

2NSΥSHQ2NKH
XU00sΛ00s. (3.61)

Realiza-se então uma operação TB, conforme definida na subseção 2.2.2,

[RF ] = TB(U00s,Λ00s,R10). (3.62)

A partir da equação (3.61) e da definição de TB, pode-se afirmar que

RF = HΥHH. (3.63)
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Utilizando-se a equação (2.138), ou seja, ΥP = TPΩT−1
P ,

RF = HTPΩT−1
P HH , (3.64)

isto é, a matriz diagonal Ω tem seus elementos correspondendo aos autovalores de

RF .

Por fim, estima-se os valores de DoA através da equação (2.139), reproduzida a

seguir

Φ̂ = −(Ω − jIM)(Ω + jIM)−1. (3.65)

Por fim, é aplicada a etapa 4 de uma estimação SSI para DoA, conforme definido

pela equação (2.54),

[θ̂] = SSI4(Φ̂). (3.66)

Λ−1
00s

H
00sU

EVDTB

SSI2

SSI1

T
Z

θ

Φ

SSI4

Real

Complexo
paraσ2I

Ω

R00

R10

Figura 3.10: Diagrama de blocos representando o processo de estimação do algoritmo

Real CB-DoA.

A Figura 3.10 mostra um resumo das operações do algoritmo Real CB-DoA.

3.5.1 Comparações entre Real CB-DoA e Unitary ESPRIT

Complexidade Computacional: Tanto o algoritmo Unitary ESPRIT, mostrado

na subseção 2.3.5, quanto o algoritmo Real CB-DoA utilizam apenas operações reais.

Nesta subseção deseja-se comparar ambos os algoritmos primeiramente em termos

de complexidade computacional. Um resumo comparativo de ambos os algoritmos

é encontrado na Tabela 3.7.

A partir dessa comparação, percebe-se que o algoritmo Unitary ESPRIT faz as

seguintes operações:
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Tabela 3.7: Descrição resumida dos algoritmos Unitary ESPRIT e Real CB-DoA.

Unitary ESPRIT Real CB-DoA

Ξ = ΠNJ0Π2N Ξ = ΠNJ0Π2N

K0 = QH
N (J0 + Ξ)Q2K EQ(CX) = E(CX)Q2K

K1 = QH
N (J0 − Ξ)Q2K T0(CX) = QH

N (J0 + Ξ)EQ(CX)

T (CX) = QH
2NE(CX)Q2K T1(CX) = QH

Nj(J0 −Ξ)EQ(CX)

R = T (CX)T H(CX) R00 = T0(CX)T H
0 (CX)

[URs
,Λ2

Rs
] = EVD(R) [U00,s,Λ

2
00,s] = EVD(R00)

Ex = K0URs
, Ey = K1URs

ETLS =
[

Ex Ey

]H[

Ex Ey

]

[UETLS
,Λ] = EVD(ETLS) F = Λ−1

00,sU
H
00,s





E00 E01

E10 E11



 = UETLS
R10 =T1(CX)T0(CX)H−σ̂2I

Υ = −E01E
−1
11 RF = FR10F

H

[UΥ,Ω] = EVD(Υ) [HUΥ,Ω] = EVD(RF)

Φ̂ = −(Ω − jIM)(Ω + jIM)−1. Φ̂ = −(Ω − jIM)(Ω + jIM)−1.

• 3 EVDs (1 para uma matriz não-hermitiana de dimensões M×M , 1 para uma

matriz hermitiana de dimensões 2N × 2N e 1 para uma matriz hermitiana de

dimensões 2M × 2M);

• 1 inversão para uma matriz de dimensões M ×M ;

• 16 multiplicações de matrizes (4 para produtos entre uma matriz com di-

mensões M ×N e uma matriz com dimensões N ×M , 2 para um produto de

uma matriz de dimensões M ×2N e uma matriz de dimensões 2N ×N , 1 para

um produto de um par de matrizes de dimensões M ×M , 1 para um produto

de uma matriz de dimensões N × N e uma matriz de dimensões N × 2N ,

1 para um produto de uma matriz de dimensões N × 2N e uma matriz de

dimensões 2N × 2N , 2 para produtos entre uma matriz de dimensões N ×N

e uma matriz com dimensões N × 2K, 2 para produtos entre uma matriz de

dimensões N ×2K e uma matriz com dimensões 2K×2K, 1 para um produto
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de uma matriz de dimensões 2N ×2N e uma matriz com dimensões 2N ×2K,

e 1 para um produto de uma matriz de dimensões 2N ×2K e uma matriz com

dimensões 2K × 2K).

Já o algoritmo Real CB-DoA utiliza as seguintes operações:

• 2 EVDs (uma para uma matriz não-hermitiana de dimensões M ×M e 1 para

uma matriz hermitiana de dimensões M ×M);

• 1 inversão de uma matriz diagonal de dimensões M ×M ;

• 12 multiplicações de matrizes (1 para um produto de uma matriz de dimensões

M ×N e uma matriz de dimensões N ×N , 1 para um produto de uma matriz

de dimensões M ×N e uma matriz de dimensões N ×M , 1 para um produto

de uma matriz de dimensões M ×M e uma matriz de dimensões M × N , 2

para um produto entre uma matriz com dimensões N ×N e uma matriz com

dimensões N × 2N , 1 para um produto de uma matriz de dimensões N × 2N

e uma matriz de dimensões 2N × 2N , 2 para produtos entre uma matriz com

dimensões N × 2K e uma matriz com dimensões 2K × N , 2 para produtos

entre uma matriz de dimensões N×2N e uma matriz com dimensões 2N×2K,

e 1 para um produto de uma matriz de dimensões 2N × 2K e uma matriz de

dimensões 2K × 2K).

Observa-se que o número K de amostras é geralmente muito maior que M e N ,

que representam o número de fontes e a quantidade de antenas, respectivamente.

Com isso, os termos envolvendo K2 tendem a dominar as expressões de complexi-

dade computacional em cada algoritmo. Observando-se a Tabela 3.8, nota-se que,

assintoticamente, o termo 12NK2 predomina no algoritmo Unitary ESPRIT, en-

quanto o termo 4NK2 predomina no algoritmo Real CB-DoA, ou seja, o algoritmo

Real CB-DoA tende a apresentar 1/3 da complexidade do Unitary ESPRIT, para

um valor grande de K.

Desempenho: Foram feitas simulações a fim de se verificar o desempenho dos al-

goritmos Unitary ESPRIT e Real CB-DoA em relação à métrica MSE. As simulações

estão mostradas na Figura 3.11, utilizando inicialmente M = 2 fontes e N = 12 an-

tenas de recepção e depois uma configuração com M = 4 fontes e N = 12 antenas.
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Tabela 3.8: Comparação dos algoritmos Unitary ESPRIT e Real CB-DoA em termos

do número de operações.

Operações [27] Unitary ESPRIT Real CB-DoA

# Flops # Flops

EVD Matr. não-Hermitianas 1 25M3 1 25M3

EVD Matr. Hermitianas 2 4N2 + 4M2 1 M2

Inversão 1 (25/3)M3 – –

Inversão Matr. Diagonais – – 1 M

Multiplicação 16 4M2N +4MN2+M3+ 12 4N2K+2M2N +MN2+

18N3+12N2K+12NK2 10N3+4NK2

Foram recebidos K = 7500 snapshots. A métrica MSE foi calculada como média de

300 execuções de Monte Carlo. Tanto o array manifold quanto os dados transmi-

tidos foram gerados aleatoriamente, mas os valores para o array manifold sofreram

as restrições de geometria referentes à invariância à rotação e também restrições do

tipo CH, como apresentadas na subseção 2.3.5. Resultados indicam grande simi-

laridade em termos de MSE para os dois algoritmos. Em termos de complexidade

computacional, como foi visto, o algoritmo Real CB-DoA tem aproximadamente 1/3

da complexidade computacional em relação ao algoritmo Unitary ESPRIT quando

K é muito grande.

3.6 Direct-Data DoA (DD-DoA)

Ambiente: O algoritmo ESPRIT pode ser utilizado a partir de estruturas de co-

variância, como os algoritmos até aqui apresentados. No entanto, o ESPRIT também

pode ser utilizado operando-se diretamente sobre os dados recebidos, substituindo-

se as operações de EVD por operações de SVD [14], resultando em algo como um

DD-ESPRIT. Esta seção tem como objetivo apresentar um algoritmo proposto para

estimação possuindo baixa complexidade e que opera diretamente entre os dados

recebidos, não necessitando o uso de estruturas de covariância.
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Figura 3.11: Comparação em termos de MSE para os algoritmos Unitary ESPRIT

e Real CB-DoA em dois cenários de simulações, utilizando 2 e 4 fontes e um array

de recepção de 12 antenas, em ambos os cenários.

Considere a modelagem de sistema dada pelas equações (2.52) e (2.53), repetida

a seguir por conveniência,

x(k) = AXs(k) + nx(k), (3.67)

y(k) = AXΦs(k) + ny(k). (3.68)

No sistema há M fontes e N antenas de recepção. Sendo K o número de snapshots

transmitidos, são definidas novas estruturas auxiliares

S =
[

s(0) s(1) . . . s(K − 1)
]

, (3.69)

X =
[

x(0) x(1) . . . x(K − 1)
]

, (3.70)

Y =
[

y(0) y(1) . . . y(K − 1)
]

, (3.71)

NX =
[

nx(0) nx(1) . . . nx(K − 1)
]

, (3.72)

NY =
[

ny(0) ny(1) . . . ny(K − 1)
]

. (3.73)

Com isso, o sistema pode ser descrito por

X = AXS + NX , (3.74)

W = X + Y = AX(I + Φ)S + NX + NY . (3.75)

Supõe-se que a matriz Φ de invariância tenha posto completo, e que o rúıdo seja

modelado como branco tanto espacialmente quanto temporalmente.
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Estimação: O processo de estimação dos métodos anteriores, com base em co-

variância, é feito utilizando-se a matriz Rx de autocovariância, e Rxy, de covariância

cruzada. Quando o processamento é feito sobre os dados diretamente, a matriz

X assume o papel da autocovariância Rx, no entanto, não há estrutura que as-

suma o papel da covariância cruzada Rxy. No lugar de Rxy, será usada a estrutura

W = X + Y, apresentada na equação (3.75).

Primeiramente, faz-se uma SVD sobre X, como mostrado a seguir

X = UXΣXVH
X . (3.76)

A seguir, a partir da matriz ΣX , são separados os M maiores valores singulares

formando o subespaço dos sinais. É gerada a matriz ΣX,S contendo os valores

singulares do subespaço dos sinais. Os vetores singulares à esquerda associados a

esses valores singulares geram as colunas da matriz UX,S. Subtrai-se de ΣX,S uma

estimativa da potência do rúıdo em sua diagonal, gerando a matriz ΣX,(S−N). Tal

processo de estimação é uma variação da função SSI2b mostrada na Subseção 2.3.1,

ou seja, o equivalente às etapas 1 e 2 de estimação SSI está finalizado até este ponto

do algoritmo.

Assim como nos algoritmos anteriores, é gerada a matriz F, definida a seguir,

F−1 = UX,SΣ
1/2
X,(S−N). (3.77)

Faz-se então uma SVD sobre a matriz FW, que corresponde à etapa TB dos métodos

propostos anteriores,

Ψ = SVD(FW) = T1((1 + α)I + Φ)TH
2 , (3.78)

onde α contém uma parcela do rúıdo NX+NY , presente na estrutura W após passar

pela projeção F, ou seja, o rúıdo referente à parcela F(NX + NY ). Com isso, uma

estimação Φ̂ é obtida a partir dos valores singulares de Ψ.

Após a estimação dos φ̂, elementos da matriz Φ̂, os DoAs são estimados a partir

da equação (2.54), correspondente à quarta etapa de estimação SSI no cenário de

estimação de DoA,

[θ̂] = SSI4(Φ̂). (3.79)

Na Figura 3.12 está representado um diagrama de blocos resumindo as operações

do algoritmo DD-DoA.
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Figura 3.12: Diagrama de blocos representando o processo de estimação do algoritmo

DD-DoA.

3.6.1 Comparações entre DD-DoA e TLS-ESPRIT

Complexidade Computacional: Serão feitas algumas comparações entre o algo-

ritmo proposto DD-DoA e a versão SVD do algoritmo TLS-ESPRIT. Uma descrição

resumida dos dois algoritmos é encontrada na Tabela 3.9, onde se utilizou a notação

Z = [XT YT ]T . Observa-se que, para o algoritmo DD-DoA, foi utilizada direta-

mente a estrutura W = X + Y, não se necessitando processar Y. Além disso, a

matriz F foi computada diretamente através de Σ−1
X,S−NUH

X,S, o que corresponde a

uma economia de operações, pois ΣX,S−N é uma matriz diagonal, portanto, o cálculo

de sua inversa é de baixa complexidade computacional.

O algoritmo ESPRIT requer

• 1 SVD de uma matriz de dimensões P ×K;

• 1 EVD de uma matriz não-hermitiana de dimensões P × P ;

• 1 inversão de uma matriz completa P × P ;

• 5 multiplicações, todas entre matrizes de dimensões P × P .

Por sua vez o algoritmo DD-DoA requer

• 2 SVD (1 para uma matriz de dimensões P × P e uma de dimensões M ×K;

• 2 multiplicações (uma entre uma matriz de dimensões P ×P e uma matriz de

dimensões P ×K e uma entre uma matriz de dimensões M ×M e uma matriz

de dimensões M × P ).
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Tabela 3.9: Descrição resumida dos algoritmos DD-DoA e TLS-ESPRIT, na versão

que opera diretamente sobre os dados.

TLS-ESPRIT DD-DoA

[U,Σ,VH ] = SVD(Z) X = JXZ

U0 = JXU W = (JX + JY )Z

U1 = JYU [UX ,ΣX ,VH
X ] = SVD(X)

Ua =





U∗
0

U∗
1





[

U0 U1

]

F−1 = Σ
−1/2
X,(S−N)U

H
X,S

[E,Λ] = EVD(Ua) [T1, (1+α)I+Φ̂,T2] = SVD(F−1W)

E12 = JXEJTY

E22 = JYEJTY

Ψ = −E−1
12 E22

[T1, Φ̂] = EVD(Ψ)

A Tabela 3.10 apresenta uma comparação entre TLS-ESPRIT, em sua versão que

opera sobre os dados diretamente, e DD-DoA em termos do quantidade de operações

de cada um dos algoritmos. Observa-se que, no caso de o número K de snapshots

ser muito maior que o valor de M e P , o que é um cenário bastante comum, o termo

dominante na complexidade computacional do TLS-ESPRIT é 4PK2, enquanto o

termo dominante de complexidade do DD-DoA é 2(M + P )K2. Com isso, quando

K é muito maior que M e P , DD-DoA apresenta uma redução de (M + P )/2P na

complexidade computacional em comparação com o algoritmo TLS-ESPRIT.

Nota-se uma dependência um pouco maior desta comparação de complexidade

em relação à implementação das operações, visto que as operação que domina a

análise de complexidade é a SVD.

Desempenho: Foram realizados experimentos para comparar o algoritmo DD-

DoA com o método TLS-ESPRIT, na versão que opera diretamente sobre os dados,

em termos da métrica MSE, definida na equação (3.28). As simulações foram reali-

zadas com M = 2 fontes com ângulos −8o e 9o, com 6000 snapshots. O parâmetro

α foi ajustado para aproximadamente 10−2 vezes o menor valor singular de W. A

Figura 3.13 contém os resultados das simulações. Para M = 2 fontes e P = 14

78



Tabela 3.10: Comparação entre TLS-ESPRIT, em sua versão que opera diretamente

sobre os dados, e DD-DoA em termos de número de operações com matrizes.

TLS-ESPRIT DD-DoA

Operações [27]
# Flops # Flops

SVD O(2mn2) 1 4PK2 2 2PK2+2MK2

EVD O(25n3) 1 200P 3 – –

EVD - Matr. Hermitianas O(n2) 1 P 2 – –

Inversa de Matr. Completa O(n3) 1 P 3 – –

Multiplicações O(mnk) 5 5P 3 2 P 2K+M2P

Total 4PK2+206P 3+P 2 2PK2+2MK2+

P 2K+M2P

antenas, verificou-se que o algoritmo TLS-ESPRIT apresenta um menor MSE em

comparação com o DD-DoA. Como visto nesta mesma seção, o algoritmo DD-DoA

apresenta uma complexidade computacional reduzida em comparação com o TLS-

ESPRIT. A razão entre as complexidades é de aproximadamente (M + P )/2P . No

caso, há uma redução de aproximadamente 42% na quantidade de flops necessários.

Então, para se verificar o quanto de redução de complexidade computacional se tra-

duz em degradação de MSE, ainda na Figura 3.13, aparece a curva para o DD-DoA

com M = 2 fontes e P = 26 antenas, ou seja, com a complexidade computacional

dos algoritmos aproximadamente igualada. Verifica-se um menor MSE do DD-DoA

em toda a faixa de SNRs. Ainda na Figura 3.13, é calculada a curva de MSE teórica

para o DD-DoA com M = 2 fontes e P = 26 de acordo com a análise de MSE para

o algoritmo DD-DoA mostrada no Apêndice A.

Verifica-se então que o algoritmo DD-DoA apresenta um compromisso da métrica

MSE em relação a complexidade computacional quando comparado com o TLS-

ESPRIT. É observado que, para uma configuração com mesmo número de antenas,

há um menor MSE para o ESPRIT, mas a complexidade do DD-DoA é 42% me-

nor. No entanto, quando a complexidade computacional de ambos os algoritmos

é igualada, o algoritmo DD-DoA apresenta um menor MSE. Além disso, a curva

teórica apresentada tem valores bastante próximos em relação aos simulados para o

algoritmo DD-DoA.
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Figura 3.13: Comparação entre TLS-ESPRIT, na versão que opera diretamente

sobre os dados, e DD-DoA em termos de MSE para M = 2 fontes and P = 14

antenas, e também para o DD-DoA com M = 2 fontes e P = 26 antenas. A curva

para MSE teórico, calculado utilizando a equação (A.14), para M = 2 fontes e

P = 14 antenas também pode ser vista.

3.6.2 Comparações entre DD-DoA e CRLB

Foram realizadas simulações para se comparar o algoritmo DD-DoA com a expressão

simplificada do CRLB apresentada na equação (3.30), repetida mais uma vez por

comodidade,

CRLB =
6

SNR P 3
. (3.80)

Foram realizadas simulações para o cenário com M = 1 fonte e P = 8 antenas, mais

uma vez para os ângulos de −8o e 9o, comparando-se com o limite estat́ıstico CRLB.

Os resultados estão mostrados na Figura 3.14. Como a aproximação utilizada para

o CRLB é válida para uma grande quantidade de snapshots, foram usados 18000

snapshots neste cenário de simulação. Percebe-se a diferença entre o MSE para o

algoritmo DD-DoA e seu limite teórico, mostrando que é posśıvel que se consiga

melhorar o desempenho do algoritmo utilizado em termos de MSE.
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Figura 3.14: MSE para o algoritmo DD-DoA para M = 1 fonte e P = 8 antenas, e

seu limite teórico CRLB.

3.7 Discussões do Caṕıtulo

Esta subseção apresenta algumas discussões complementares aos tópicos abordados

neste caṕıtulo. Primeiramente é justificado o uso da versão TLS do ESPRIT como

algoritmo a ser comparado com os algoritmos propostos. A seguir, alguns métodos

cujas formulações têm alguma semelhança com os algoritmos propostos são compa-

rados com o CB-DoA, mostrando as semelhanças e diferenças de conceitos envolvidos

nas formulações de cada um deles. Por fim, são abordadas algumas questões internas

do funcionamento dos algoritmos propostos.

3.7.1 Sobre as Comparações com o TLS-ESPRIT

Solução TLS: A formulação dos algoritmos propostos com regularização a partir

da potência do rúıdo guarda uma particular relação com algoritmos do tipo TLS,

definido na equação (2.38). Como mostrado em [35], a solução TLS para um sistema

linear Ax = b é dada por

x̂TLS = (Ra − σI)−1AHb, (3.81)

onde Ra representa a correlação determińıstica AHA e σ representa o menor valor

singular de
[

A b
]

. Tal semelhança tanto nas estruturas quanto na forma de re-

gularização em relação às estruturas processadas pelo CB-DoA reforça a escolha da

versão TLS do ESPRIT nas comparações de desempenho do CB-DoA.
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Comparações com LS-ESPRIT: Em todo este caṕıtulo, as comparações do

CB-DoA foram feitas com a versão TLS do ESPRIT, que é a mais popular e que

apresenta uma relação com o CB-DoA como já mostrado nesta seção. A fim de

se proporcionar uma comparação com a versão LS do ESPRIT, é apresentada a

Tabela 3.11. Neste caso, percebe-se que a redução de complexidade proporcionada

pelo CB-DoA não é tão grande quanto em comparação com o TLS-ESPRIT, mas

ainda assim é bastante significativa. É mostrado em [47] que o LS-ESPRIT apresenta

MSE ligeiramente maior que o TLS-ESPRIT quando se usam poucos snapshots, mas

ambos possuem assintoticamente o mesmo desempenho em termos de MSE, ao se

aumentar o número de amostras utilizadas.

Tabela 3.11: Comparação para as operações requeridas por LS-ESPRIT e CB-DoA.

Operação Complexid. [27] LS-ESPRIT CB-DoA

EVD Matrizes Não-Hermitianas O(25n3) 2 1

EVD Matrizes Hermitianas O(n2) – 1

Inversão Completa O(2n3/3) 2 1

Inversão Matrizes Diagonais O(n) – 1

Multiplicação O(n3) 5 3

Subtração O(n2) – 1

3.7.2 Comparações com outros Algoritmos

Relações com MP: O algoritmo CB-DoA apresenta algumas relações com al-

goritmos do tipo MP, apresentados na Subseção 2.4, para harmonic retrieval em

ambientes com rúıdo branco, como o algoritmo apresentado em [18]. Ao contrário

dos métodos MP, porém, o algoritmo CB-DoA generaliza os resultados para um

contexto no qual as antenas obedecem apenas as relações de invariância, não tendo

obrigatoriamente um espaçamento uniforme. Com isso, o CB-DoA possui as mes-

mas restrições geométricas que o ESPRIT, o que justifica uma comparação direta

entre ESPRIT e CB-DoA. Além disso, a modelagem utilizada para o rúıdo é mais

genérica, sem obrigatoriedade de ser espacialmente descorrelacionado e os conjuntos
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X e Y de antenas de recepção podem ser inteiramente disjuntos no CB-DoA, do

mesmo modo que no ESPRIT.

Outro algoritmo que utiliza apenas operações reais para estimar DoA está apre-

sentado em [48], e se baseia em métodos do tipo MP, como o apresentado na

Subseção 2.4. Esse método possui algumas operações, principalmente as iniciais,

bastante semelhantes ao Unitary ESPRIT. Por exemplo, as seis primeiras linhas

da Tabela 3.7 para o Unitary ESPRIT são também utilizadas pelo algoritmo des-

crito [48]. No entanto, esse algoritmo requer uma GSVD, uma operação bastante

complexa computacionalmente, que não é utilizada pelo Unitary ESPRIT e Real

CB-DoA, tornando o algoritmo baseado em MP mais complexos que esses métodos.

Com isso, não foi usado em comparações de complexidade computacional neste

caṕıtulo.

Como também mencionado na Subseção 2.4, o método ESPRIT para harmonic

retrieval apresentado em [38] utiliza as mesmas estruturas que o método CB-DoA,

ou seja, Rx e Rxy. Esse método, no entanto, exige uma amostragem espacial uni-

forme dentro de um snapshot, caracterizando um array manifold equivalente ao de

um ULA, e requer que o rúıdo seja branco, isto é, impondo restrições de sistemas

mais ŕıgidas que o CB-DoA. Em seu processamento, é feita uma GEVD no par

{Rx,Rxy}, operação bastante complexa que não é exigida pelo CB-DoA em caso de

rúıdo branco.

Os algoritmos CB-DoA, Beamspace CB-DoA e Real CB-DoA utilizam uma

operação TB sobre o pencil (Rxy − σ2RN). Essa operação, apesar de ser redun-

dante, resulta em uma EVD de uma matriz hermitiana no caso espećıfico de os

dados de entrada serem descorrelacionados, o que representa um ganho de comple-

xidade nesse caso espećıfico. Tal caracteŕıstica não é apresentada pelas diferentes

versões do ESPRIT encontradas, e é herdada da formulação originalmente feita pelo

algoritmo TXK.

Relações com o Método de Zoltowski: Outras modelagens MP como em [49]

apresentam similaridades com CB-DoA. Em [49], são apresentados dois métodos

de estimação de DoA. O primeiro deles tem uma modelagem próxima ao CB-DoA,

mas trabalha com os dados diretamente, usando SVD ao invés de uma modelagem

de covariância, num ambiente sem rúıdo e aproveita-se de propriedades de redução
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de posto. Esse método é denominado método das rotações simultâneas. Outro

algoritmo apresentado, já para um ambiente com rúıdo espacialmente branco, utiliza

matrizes de covariância, mas adota uma abordagem bastante diferente do CB-DoA,

usando conceitos como problema de Procrustes [50], que procura resolver o problema

de estimação de DoA com base em SVD dos sub-arrays X e Y.

3.7.3 Sobre Questões Internas dos Algoritmos Propostos

Proposição: Na Subseção 2.2.2 foi apresentado um teorema de identificação de

canal associado ao algoritmo TXK. Tenta-se agora enunciar uma proposição equi-

valente para os algoritmos CB-DoA e ESPRIT. No algoritmo TXK, a identificação

é feita de tal maneira que se permita resolver uma ambiguidade de identificação

causada por rotação em relação à matriz de TSRs do canal, ou seja, o algoritmo

equaliza os dados mesmo que várias matrizes Hi referentes a TSRs relacionadas por

Hi1 = QHi2, onde Q é uma matriz unitária, resultem na mesma sequência recebida.

Do mesmo modo, o algoritmo CB-DoA permite que se identifiquem os DoAs

mesmo que a matriz de array manifold Ai apresente em sua identificação uma

ambiguidade tal que Ai1 = TAi2, onde T seja quadrada e de posto completo. Esta

proposição representa o equivalente ao teorema de identificação, mas tendo como

contexto a estimação de DoA. A prova da proposição é deixada como proposta para

trabalhos futuros.

Rúıdo Espacialmente Correlacionado: Nos algoritmos descritos, o CB-DoA

apresenta o rúıdo com uma matriz de covariância espacial possivelmente diferente

da identidade, indicando uma posśıvel correlação entre as interferências recebidas

pelas antenas. Os demais algoritmos foram apresentados considerando o rúıdo es-

pacialmente descorrelacionado. Essa escolha foi feita obedecendo-se a descrição das

versões dos algoritmos ESPRIT equivalentes a cada um deles. Enquanto o Ele-

mentspace ESPRIT original foi descrito para um campo de rúıdo correlacionado

espacialmente, os algoritmos Beamspace ESPRIT e Unitary ESPRIT foram descri-

tos com campo de rúıdo espacialmente branco. Foi seguida a mesma descrição, mas

é posśıvel o uso dos algoritmos Beamspace CB-DoA e Unitary CB-DoA para rúıdo

espacialmente correlacionado. O uso de rúıdos correlacionados exige que operações
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de GEVDs sejam usadas no lugar de EVDs, o que faz os algoritmos da famı́lia

Covariance-based apresentarem uma complexidade computacional ainda menor em

relação à do ESPRIT.

Complexidade de Operações com Dados Reais A partir do que foi visto nesta

seção, percebe-se que o esforço em usar estruturas do tipo CH leva à utilização

apenas de operações sobre dados reais. A partir da teoria exposta no livro [27],

chega-se à comparação entre operações sobre dados reais e complexos como mostrado

na Tabela 3.12. A operação de EVD sobre matrizes não-hermitianas não tem sua

Tabela 3.12: Comparação da quantidade de flops necessários em operações sobre

dados reais e complexos, considerando-se a quantidade de operações reais.

Operação Dados Reais Dados Complexos

EVD Matrizes não-Hermitianas O(25n3) O(25n3)

EVD Matrizes Hermitianas O(n2) O(2n2)

Inversão Matriezes Diagonais O(n) O(2n)

Inversão Completa O(2n3/3) O(8n3/3)

Multiplicação O(n3) O(4n3)

complexidade mudada quando aplicada sobre dados reais ao se comparar com dados

complexos. Uma matriz não-hermitiana com dados reais pode possuir autovalores e

autovetores complexos. Com isso, o processamento interno da EVD sobre matrizes

não-hermitianas com elementos reais demanda a utilização de estruturas complexas.

Ao comparar os dados da Tabela 3.12 com as análises de complexidade vistas

no caṕıtulo, percebe-se uma diferença em relação às expressões de complexidade

assintótica para dados complexos. Isso ocorre pois a Tabela 3.12 mostra expressões

de complexidade com base na quantidade de operações reais, enquanto nas demais,

a expressão tinha como base o número de operações complexas.
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3.8 Conclusões do Caṕıtulo

Neste caṕıtulo foram apresentados novos métodos de estimação paramétrica no

cenários de estimação de DoA em ambientes com múltiplas antenas. Os algoritmos

propostos apresentam complexidade computacional menor que a do método tradi-

cional ESPRIT de estimação paramétrica em cada um dos cenários estudados, com

MSE aproximadamente equivalente. Por fim, são feitas comparações dos métodos

desenvolvidos com métodos existentes na literatura, que apresentam similaridades

com o CB-DoA.

Os novos algoritmos propostos para estimação de DoA motivaram a extensão dos

métodos para um novo tipo de cenário. O próximo caṕıtulo aborda novos algoritmos

propostos, dentro de um contexto de comunicações utilizando multiportadoras. No

Apêndice A, podem-se encontrar deduções matemáticas para expressões teóricas de

MSE para dois dos algoritmos vistos neste caṕıtulo, CB-DoA e DD-DoA.
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Caṕıtulo 4

Algoritmos para Estimação de

CFO

4.1 Introdução do Caṕıtulo

Neste caṕıtulo estão apresentadas a modelagem de um sistema de comunicações

utilizando OFDM (orthogonal frequency-division multiplexing) bem como a versão

ESPRIT para estimação de CFO (carrier frequency offset) em portadoras para siste-

mas OFDM. Além disso, são apresentados dois algoritmos propostos para estimação

do CFO com complexidade reduzida em relação ao algoritmo ESPRIT:

• CB-CFO (Covariance-Based Carrier Frequency Offset Estimation): alterna-

tiva de baixa complexidade em relação ao algoritmo ESPRIT para estimação

de CFO;

• Unitary ESPRIT para estimação de CFO: versão do ESPRIT para estimação

de CFO utilizando apenas operações reais.

4.2 CFO em Sistemas OFDM

Nesta seção será apresentado um outro ambiente no qual foram aplicados os algo-

ritmos de estimação apresentados nesta tese. A aplicação almejada é a estimação

de CFO em sistemas OFDM.
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Figura 4.1: Sistema com multiportadoras, do tipo OFDM. O CFO é modelado como

um rúıdo multiplicativo que interfere com o sinal na sáıda do canal.

4.2.1 Descrição do Ambiente

Sistemas com multiportadoras são bastante usados no intuito de se combater os efei-

tos de ISI. Dentre as aplicações atualmente utilizadas que contêm multiportadoras

podem-se citar padrões de televisão digital, como o DVB (digital video broadcas-

ting), padrões de rádio digital, como o DAB (digital audio broadcasting), conexão

à Internet utilizando DSL (digital subscriber line) [13], além do padrão WiMAX

(wireless interoperability for microwave access), para transmissões em rede wireless.

Para garantir o combate efetivo à ISI, as múltiplas portadoras devem ser orto-

gonais entre si. Um dos sistemas com multiportadoras muito utilizados é o OFDM,

em que as portadoras são moduladas por uma inverse discrete Fourier transform

(IDFT) e demoduladas por uma DFT. Além disso, há a inserção de um prefixo con-

tendo parte do próprio bloco a ser transmitido, gerando o chamado prefixo ćıclico.

O sistema OFDM é representado na Figura 4.1, onde o rúıdo multiplicativo de fase,

causador do desvio na frequência da portadora, CFO, está explicitado. O funciona-

mento desse sistema é explicado mais detalhadamente em [13].

Em alguns sistemas OFDM, parte das portadoras não são usadas em cada bloco,

estando presentes apenas para melhorar a qualidade na transmissão e para o combate
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das interferências presentes. Essas portadoras são denominadas virtuais.

Considere um sistema OFDM com N portadoras, sendo P delas efetivamente

usadas. As (N−P ) portadoras restantes são portadoras virtuais. Define-se s(k) um

bloco de P dados a serem transmitidos. Além disso, W é definida como uma matriz

de IDFT de dimensões N ×N , sendo seu elemento na linha l e coluna c definido por

{W}l,c =
1√
N
ej

2πlc
N (4.1)

Considere a matriz WP possuindo as P primeiras colunas de W, ou seja, é uma

matriz de dimensões N ×P correspondendo à IDFT das portadoras não-virtuais do

sistema. Não se supõe a existência de portadoras piloto no sistema. Sendo x(k) o

conjunto de dados após ser transformado por uma IDFT [6], tem-se

x(k) = WPs(k). (4.2)

Um prefixo ćıclico de tamanho L, maior que o comprimento da resposta ao impulso

do canal, deve ser concatenado ao bloco de dados x(k). Com o uso do prefixo ćıclico,

a matriz de convolução linear correspondente ao canal, que possui estrutura do tipo

Toeplitz, torna-se também circulante, estrutura caracteŕıstica de uma convolução

circular [13].

Considera-se H a matriz circulante representativa do canal. Então a matriz IDFT

W de transmissão e sua contrapartida de recepção, a matriz WH correspondente à

DFT, diagonalizam a matriz de canal de acordo com a seguinte equação [13]

HD = WHHW, (4.3)

onde HD é uma matriz diagonal de dimensões N ×N .

Forma-se então a matriz auxiliar HD,P contendo as P primeiras colunas e as

P primeiras linhas de HD. No receptor, após a remoção do prefixo ćıclico o vetor

recebido y(k), de comprimento P , está relacionado aos dados transmitidos s(k)

através da seguinte expressão

y(k) = WPHD,Ps(k), (4.4)

onde se considera, a prinćıpio, que o sistema não possua AWGN. A equação (4.4)

é uma modelagem do sistema no domı́nio do tempo, ou seja, antes de se realizar a

DFT no receptor sobre os dados recebidos.
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Com o canal diagonalizado, uma equalização ZF [17] torna-se computacional-

mente simples, modelada pela matriz G, com estrutura diagonal e com dimensões

N × N , que representa a equalização através de um conjunto de filtros, cada um

com apenas um coeficiente. Forma-se então outra estrutura auxiliar, a matriz GP

contendo apenas as P primeiras colunas e P primeiras linhas de G. Com isso,

para o caso ZF sem outras interferências no canal, é feita a estimação da sequência

transmitida, da seguinte maneira,

ŝ(k) = GPWH
P y(k) = GPW

H
P WPHDs(k) = s(k), (4.5)

ou seja, no caso sem AWGN há uma estimação perfeita da sequência transmitida.

Supõe-se, no entanto, que haja um rúıdo de fase θ, causando CFO no sistema

OFDM. Além disso, considera-se que o rúıdo seja determińıstico e cumulativo, tal

que, para a i-ésima portadora do k-ésimo bloco, o CFO δ(k, i) é modelado como

δ(k, i) = ej((k−1)(N+L)+i)θ, 0 ≤ i < N. (4.6)

Então, ao se levar em conta o efeito de CFO, a equação (4.4) é modificada para

y(k) = EWPHD,Ps(k)e
j(k−1)θ(N+L), (4.7)

onde E, de dimensões N×N , representa o efeito de CFO dentro de um mesmo bloco

OFDM,

E =











1 0 . . . 0

0 ejθ . . . 0

0 0 . . . ej(N−1)θ











. (4.8)

Com isso, a nova estimativa é obtida a partir de

ŝ(k) = GPWH
P EWPHD,Ps(k)e

j(k−1)θ(N+L). (4.9)

Como a expressão WH
P EWP não corresponde à matriz identidade e, também devido

à presença do rúıdo multiplicativo ej(k−1)θ(N+L), o uso de um equalizador ZF gera

uma estimativa ŝ(k) distorcida em relação a s(k), mesmo sem AWGN. A estratégia

empregada nos algoritmos contidos nesta tese para eliminar o efeito do CFO consiste

em estimar e compensar o efeito do rúıdo de fase θ no receptor.

A Tabela 4.1 mostra resumidamente alguns outros efeitos causados pelo CFO

sobre um sistema OFDM. As interferências IBI (interblock interference) e ICI (in-

tercarrier interference) estão relacionadas a interferências mútuas entre blocos trans-

mitidos, e entre portadoras de um mesmo bloco, respectivamente.
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Tabela 4.1: Tabela resumindo parte dos efeitos do CFO sobre um sistema OFDM.

Estrutura da Matriz de Canal

Sistema No domı́nio

do Tempo

No domı́nio

da Frequência

Interferências

Sistema

não-OFDM
Toeplitz Sem Estrutura IBI+ICI

Sistema OFDM,

sem CFO
Circulante Diagonal Apenas ICI

Sistema OFDM,

com CFO

Toeplitz, diago-

nal corrompida
Sem Estrutura

IBI+ICI+Desvio

de Fase

4.2.2 Algoritmo ESPRIT para Estimação de CFO para

OFDM

Evolução de Algoritmos para Estimação de CFO A estimação de CFO em

sistemas OFDM desenvolveu-se inicialmente através do uso de portadoras-piloto

contendo informações conhecidas [51]. No artigo [52] é apresentado um algoritmo

que não utiliza portadoras-piloto. No caso, a estimação é feita com base na análise

dos efeitos de CFO simultaneamente nos dados transmitidos e no prefixo ćıclico. O

estimador utilizado é do tipo ML, cuja implementação apresenta uma complexidade

computacional relativamente alta.

Os métodos paramétricos para estimação de CFO exploram redundâncias nas

estruturas presentes no sistema OFDM, não necessitam de portadoras-piloto e são

alternativas de menor complexidade que o método ML. Em [53] é apresentado um

algoritmo que utiliza técnica semelhante ao algoritmo MUSIC com a finalidade de

estimar CFO, enquanto no artigo [6] é apresentada outra alternativa, com base no

algoritmo ESPRIT.

Ao comparar a evolução dos algoritmos de estimação de CFO com o dos algorit-

mos de estimação de DoA, apresentado na Seção 2.3.1, observa-se que a flexibilidade

na escolha da geometria das antenas no caso da estimação de DoA permitiu o de-

senvolvimento de muitas alternativas diferentes para estimação paramétrica. Tal

alternativa não existe para estimação de CFO em um ambiente OFDM. No caso da
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estimação de CFO, o uso de portadoras piloto ou de um prefixo ćıclico predominou

nos primeiro algoritmos pela existência de ambos em sistemas OFDM, independen-

temente da presença de um sistema para compensação de CFO. De maneira similiar

ao caso de estimação de DoA, o uso de métodos paramétricos para estimação de

CFO possibilitou o desenvolvimento de métodos com menor complexidade, mais

adequados a uma implementação em tempo real.

Ambiente: Considere os vetores auxiliares s̃(k) e r(k), ambos com comprimento

P , definidos da seguinte forma

s̃(k) = HD,Ps(k)e
j(k−1)θ(N+L). (4.10)

r(k) = e−jθ(N−1)Zs̃∗(k), (4.11)

onde a matriz Z é definida por

Z =

















1 0 . . . 0

0 ej2π(N−1)/M . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ej2π(P−1)(N−1)/M

















. (4.12)

Seja ainda yi(k) o elemento de y(k) referente à i-ésima portadora. Formam-se

(N −M) vetores y
(i)
F (k) tais que

y
(i)
F (k) =

















yi(k)

yi+1(k)
...

yi+M(k)

















, (4.13)

onde 1 ≤ i ≤ (N −M) e P ≤M ≤ N − 1.

Formam-se ainda outros (N −M) vetores y
(i)
B (k) tais que

y
(i)
B (k) =

















y∗N−i(k)

y∗N−i−1(k)
...

y∗N−i−M(k)

















. (4.14)

92



O efeito correspondente ao CFO é conjuntamente modelado pelas seguintes matrizes

EM+1 =

















1 0 . . . 0

0 ejθ . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ejMθ

















, (4.15)

Φ =

















ejθ 0 . . . 0

0 ejθ+2π/M . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ejθ+2π

















, (4.16)

= ejθ











1 0 . . . 0

0 ej2π/M . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ej2π











, (4.17)

onde Φ representa uma redundância presente na modelagem do sistema, e que re-

presenta a matriz de parâmetros a ser estimada pelo método ESPRIT.

Como mostrado na Subseção 2.3.1, os métodos de estimação SSI são divididos

em 4 etapas, sendo a última etapa associada a uma função SSI4, dependente do

ambiente. A função SSI4 para o ambiente DoA foi apresentada na equação (2.54).

Para estimação de CFO, a função SSI4 é definida por

[θ̂] = SSI4(Φ̂) =
1

j
ln

tr(Φ)
P−1
∑

k=0

ejkω
, (4.18)

onde tr(·) retorna o traço de seu argumento. No caso da estimação de CFO, o vetor

de parâmetros estimados θ reduz-se a um escalar.

Os vetores y
(i)
F (k) podem então ser representados por

y
(i)
F (k) = EM+1WM+1(Φ)is̃(k), (4.19)

y
(i)
B (k) = EM+1WM+1(Φ)ir(k), (4.20)

onde WM+1 é uma matriz de dimensões (M + 1) × (M + 1) contendo as M + 1

primeiras linhas e colunas de W.

Considere então a matriz de covariância RY E de dimensões P × P , definida por

RY E =
1

K(N −M)

K
∑

k=1

N−M
∑

i=1

[

y
(i)
F (k)(y

(i)
F (k))H + y

(i)
B (k)(y

(i)
B )H(k)

]

, (4.21)
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onde K denota o número total de blocos OFDM transmitidos. Definindo-se A =

EM+1WM+1, a equação (4.21) pode ser reescrita como

RY E = A

[

1

K(N −M)

K
∑

k=1

N−M
∑

i=1

(s̃(k)s̃H(k) + r(k)rH(k))

]

AH = ARs̃A
H , (4.22)

onde Rs̃ representa o termo entre colchetes na equação (4.22), sendo portanto uma

covariância do tipo FB dos dados de entrada. Além disso, s̃ representa uma estru-

tura forward enquanto r(k) representa uma estrutura backward, mantendo a carac-

teŕıstica FB da covariância.

Até o momento supõe-se o ambiente sem rúıdo aditivo. Incorporando-se AWGN

ao modelo, tem-se que

RY E = ARs̃A
H + σ2

NI. (4.23)

Forma-se então a matriz R0, de dimensões M ×M , contendo as M primeiras linhas

e as M primeiras colunas de RY E .

São realizadas então as duas primeiras etapas da estimação SSI conforme descrito

na Subseção 2.3.1, equações (2.30) e (2.31),

Y
(i)
E =

[

(y
(i)
F (0) + y

(i)
B (0)) (y

(i)
F (1) + y

(i)
B (1)) . . . (y

(i)
F (K − 1) + y

(i)
B (K − 1))

]

(4.24)

YE =
∑

i

Y
(i)
E , (4.25)

R0 = JXRY EJTX , (4.26)

[Us,Λ
2
s, σ

2
N ] = SSI2b(R0,SSI1(YE)). (4.27)

Pode-se mostrar que existe uma transformação linear T, de posto completo que

satisfaz a seguinte equação [6]

A = UsT. (4.28)

Define-se então a matriz JX de dimensões M×(M+1), que seleciona M primeiras

linhas de uma matriz quando JX é multiplicada pela esquerda da matriz, ou seja,

JX =

















1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0

















. (4.29)

Define-se também a matriz JY de dimensões M × (M + 1), que seleciona as M

últimas linhas de uma matriz quando JY é multiplicada pela esquerda dessa matriz,
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ou seja,

JY =

















0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

















. (4.30)

Como o efeito de CFO é modelado como cumulativo ao longo das subportadoras

gerando uma redundância na modelagem do sistema, a seguinte relação é verificada,

JXAΦ = JYA. (4.31)

Usando-se a equação (4.28), chega-se a

JXUsTΦ = JYUsT, (4.32)

ou seja, como T tem posto completo,

JXUsΨ = JYUs, (4.33)

onde Ψ é definida como

Ψ = TΦT−1. (4.34)

Calcula-se Ψ a partir de uma estimação TLS definida pela equação (2.38), isto é,

[Ψ̂] = TLS(JXUs,JYUs). (4.35)

Como Ψ e Φ apresentam uma relação equivalente às transformações de similari-

dade [27], ambos possuem os mesmos autovalores, ou seja, elementos da diagonal de

Φ são os autovalores de Ψ. Desta forma, Φ pode ser obtida através de uma EVD

sobre Ψ.

Por fim, é realizada a etapa 4 de estimação SSI, conforme mostrado na

equação (4.18), ou seja,

[θ̂] = SSI4(Φ̂). (4.36)

De uma maneira alternativa, a estimação do efeito de CFO pode ser obtida através

do primeiro termo do Φ estimado, isto é,

θ̂ =
1

j
ln[Φ1,1]. (4.37)

A equação (4.18) realiza uma estimação mais precisa, por utilizar todos os termos

de Φ na estimação e não apenas o primeiro termo.
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Processamento

Processamento
Algoritmo

Estimacao~,
Identificador

Figura 4.2: Ambiente de identificação que engloba, como casos particulares, os

ambientes de equalização cega, de estimação de DoA e de estimação de CFO em

OFDM.

4.3 Estendendo o TXK para Estimação de CFO

Os algoritmos propostos para estimação foram inicialmente aplicados a um cenário

de estimação de DoA. A seguir, o algoritmo CB-DoA foi adaptado para ser aplicado

para estimação de CFO em um sistema OFDM. Tal aplicação teve inspiração na

versão do algoritmo ESPRIT para estimação de CFO, apresentada na Seção 4.2.

Antes de apresentar o algoritmo CB-CFO, será mostrada uma nova extensão do

algoritmo TXK para funcionar em um ambiente OFDM.

Novo Ambiente: Na Subseção 3.2, o algoritmo TXK, anteriormente apresentado

na subseção 2.2.2, tem sua formulação estendida para o ambiente de estimação de

DoA. O objetivo desta subseção é fazer a extensão do algoritmo apresentado na

Subseção 3.2 para englobar o ambiente de estimação de CFO.

Na Figura 4.2 é mostrado o novo ambiente para o qual o TXK é estendido. Ao

contrário dos ambientes anteriores, não há apenas rúıdo aditivo. Agora há uma

interferência multiplicativa gerada pelo CFO. Outra diferença em relação aos ambi-

entes anteriores é que agora há um preprocessamento dos dados antes do algoritmo

de estimação, pela necessidade de geração das estruturas yiF yiB, introduzidas nas

equações (4.19) e (4.20), respectivamente. A partir de yiF e yiB, é então realizada

uma estimação do tipo FB, que apresenta uma maior robustez a situações em que

a estimação é feita em regiões do espectro com menor resolução [32].

Assim como na Subseção 3.2, considera-se mais uma vez que sinais vetoriais s1 e

s2 são gerados no transmissor. No caso do OFDM, esses vetores representam sinais

gerados no domı́nio da frequência correspondentes a um mesmo usuário. Ambos têm

comprimento (P − 1), sendo que, para o OFDM, os últimos (P − 2) componentes
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de s1 são iguais aos (P − 2) primeiros componentes de s2. No caso de equalização,

s1 e s2 são gerados pelo mesmo processo estocástico enquanto na estimação de DoA

representam diferentes fontes.

As matrizes de mistura M1 e M2 são definidas a partir das equações (4.10)

e (4.19), para o caso OFDM,

M1 = JXEM+1WM+1(Φ)iHD,PJ
H
X , (4.38)

M2 = JYEM+1WM+1(Φ)iHD,PJ
H
X . (4.39)

Diferentemente da extensão anterior do TXK, a interferência não ocorre somente

com ruido aditivo, pois há também uma parcela multiplicativa. Os dados recebidos

x1 e x2 obedecem agora as seguintes expressões

x1 = M1s1e
jθ+2π/M + n1, (4.40)

x2 = M2s2e
jθ+2π/M + n2, (4.41)

onde n1 = n2 no caso de estimação de CFO, ou seja, a mesma realização de rúıdo

branco aditivo interfere em x1 e x2.

Outra novidade em relação ao algoritmo TXK estendido mostrado na

Subseção 3.2 é um preprocessamento de dados no receptor. Tal preprocessamento no

contexto de estimação de CFO corresponde à geração de estruturas FBs, mostradas

nas equações (4.19) e (4.20), e adaptadas às estruturas desta subseção, conforme

mostrado a seguir

yF,1 = x1, (4.42)

yB,1 = M1J
T
XΛ−1JXs∗1e

jθ+2π/M , (4.43)

yF,2 = x2, (4.44)

yB,2 = M2J
T
XΛ−1JY s∗2e

jθ+2π/M . (4.45)

A partir dos vetores yF,1, yF,2, yB,1 e yB,2 são obtidos os vetores y1 e y2 utilizados

na estimação do CFO,

y1 = yF,1 + yB,1, (4.46)

y2 = yF,2 + yB,2. (4.47)
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Estimação usando nova extensão do TXK: Considere agora a nova estrutura

de covariância Ry1 = E[y1y
H
1 ] e a estrutura Rn1 como matriz de autocovariância do

rúıdo n1. Consideram-se as duas primeiras etapas de estimação SSI, como definidos

na Subseção 2.3.1,

Z =





x1

x2



 , (4.48)

[Us,Λ
2
s, σ

2
N ] = SSI2(Ry1,Rn1, SSI1(Z)), (4.49)

Considerando-se as estruturas de covariância Ry12 = E[y1y
H
2 ] e Σ12 = E[n1n

H
2 ],

tem-se que

Ψ = Λ−1UH
s [Ry12 − Σ12]UsΛs = Λ−1UH

s M1Rs12ΦMH
1 UsΛs, (4.50)

onde o significado de Φ depende do contexto utilizado para estimação. É feita a

operação TB como definida na Subseção 2.2.2,

[Ψ] = TB(Us,Λs,Ry12 −Σ12). (4.51)

Assim como na subseção 3.2, Φ pode ser estimada a partir de uma EVD sobre Ψ.

Então é realizada a quarta etapa de estimação SSI, da mesma maneira que a

equação (4.37),

[θ̂] = SSI4(Φ̂). (4.52)

4.4 Covariance-Based CFO Estimation (CB-

CFO)

Nesta seção foram utilizadas a modelagem e as estruturas apresentadas na Seção 4.2

para o sistema OFDM. A Tabela 4.2 mostra algumas equivalências entre estruturas

apresentadas na Seção 4.3 com relação a estruturas a serem apresentadas nesta

seção.

Primeiramente são realizadas as duas primeiras etapas do processo de estimação

SSI, de acordo com o desenvolvimento visto na Subseção 2.3.1, equações (2.30)

e (2.31)

YE =
[

(yF (0) + yB(0)) (yF (1) + yB(1)) . . . (yF (K − 1) + yB(K − 1))
]

(4.53)

[Us,Λ
2
s, σ

2
N ] = SSI2b(RY E ,SSI1(YE)), (4.54)
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Tabela 4.2: Equivalências entre TXK estendido e o ambiente de estimação de CFO.

CFO TXK Estendido

JXYE y1

JYYE y2

JXRY EJTX Ry1

J1AJT1 M1

onde RY E = YEYH
E representa a covariância dos dados FB recebidos.

Pode-se mostrar que existe uma matriz V, com posto completo, que satisfaz [4]

JXA = UsΛsV. (4.55)

Forma-se a matriz R1,0 definida por

R1,0 = JYRY EJTX (4.56)

Pela definição (4.22),

R1,0 = JYARs̃A
HJTX (4.57)

Percebe-se também uma redundância Φ na estrutura da matriz de CFO de modo

que

JXAΦ = JYA. (4.58)

A partir das equações (4.57) e (4.58), tem-se

R1,0 = JXAΦRs̃A
HJTX . (4.59)

Usando a equação (4.55), pode-se escrever que

R1,0 = UsΛsVΦRs̃V
HΛH

s UH
s , (4.60)

que pode ser reescrita como

Λ−1
s UH

s R1,0UsΛs = VΦRs̃V
H. (4.61)

É realizada uma operação TB como definida na Subseção 2.2.2,

[VΦRsV
H] = TB(Us,Λs,R1,0). (4.62)
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Como os elementos de Rs̃ são reais e a matriz é diagonal, Φ pode ser estimado

através de uma EVD sobre R1,0, verificando-se a fase dos autovalores encontrados.

Por fim, é realizada a quarta etapa de estimação SSI de acordo com a equação (4.18),

[θ̂] = SSI4(Φ̂). (4.63)

Também pode ser utilizada a forma alternativa para a função SSI4 representada

pela equação (4.37).

Λ−1
s

Φ

Us
H

EVDTB SSI4

SSI2

θΨ

SSI1

FB
y

σ2I

Janelamento
R0

R10

Figura 4.3: Diagrama de blocos representando o processo de estimação do algoritmo

CB-CFO.

Este algoritmo para estimação de CFO é aqui denominado Covariance-Based

Carrier Frequency Offset Estimation (CB-CFO). A Figura 4.3 representa um resumo

de operações do algoritmo CB-CFO.

4.4.1 Comparações entre CB-CFO e TLS-ESPRIT

Complexidade Computacional: Nesta subseção, o método de estimação pa-

ramétrica para CFO descrito na Seção 4.3 será comparado com a versão do ESPRIT

adotada para estimação de CFO, descrita em [6]. Uma descrição resumida dos dois

algoritmos é encontrada na Tabela 4.3.

Verifica-se que o algoritmo TLS-ESPRIT requer:

• 3 EVDs (1 para matriz hermitiana de dimensões 2P × 2P , 1 para uma matriz

hermitiana de dimensões (M+1)×(M+1) e 1 para uma matriz não-hermitiana

de dimensões P × P );

• 1 inversão de uma matriz P × P ;
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Tabela 4.3: Comparação dos algoritmos TLS-ESPRIT [6] e CB-CFO.

TLS-ESPRIT CB-CFO

[Us,Λs] = EVD
(

R̂
)

R0 = JXR̂JTX

E0 = JXUs R1,0 = JY R̂JTX

E1 = JYUs [Us,Λs] = EVD(R0)

Ea =





EH
0

EH
1





[

E0 E1

]

F = Λ−1
s UH

s

[E,Λ] = EVD(Ea) Ψ = FR1,0F
H

E =





E11 E12

E21 E22





Ψ = −E12E
−1
22

[T,Φ] = EVD(Ψ) [V,Φ] = EVD(Ψ)

• 5 multiplicações de matrizes (4 entre uma matriz de dimensões P ×N e uma

matriz de dimensões M × P e 1 entre duas matrizes de dimensões P × P ).

Já o algoritmo CB-CFO requer:

• 2 EVDs (1 para uma matriz hermitiana de dimensões M ×M e 1 para uma

matriz hermitiana de dimensões P × P );

• 1 inversão de uma matriz diagonal de dimensões P × P ;

• 3 multiplicações de matrizes (1 entre uma matriz de dimensões P × P e uma

matriz de dimensões P ×M , 1 entre uma matriz de dimensões P ×M e uma

matriz de dimensões M ×M e 1 entre uma matriz de dimensões P ×M e uma

matriz de dimensões M × P ).

Apesar de a implementação ser dependente da plataforma utilizada, pode-se verificar

que o algoritmo CB-CFO requer menos operações que o algoritmo TLS-ESPRIT e a

diminuição bastante significativa no número de operações ocorre exatamente para as

operações mais custosas computacionalmente, como pode ser verificado na Tabela

4.4.
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Tabela 4.4: Comparação para as operações requeridas por TLS-ESPRIT e CB-CFO.

Operação Complexid. [27] ESPRIT CB-CFO

EVD Matrizes Não-Hermitianas O(25n3) 1 –

EVD Matrizes Hermitianas O(n2) 2 2

Inversão O(2n3/3) 1 –

Inversão Matr. Diagonais O(n) – 1

Multiplicação O(n3) 5 3

Desempenho: A fim de se verificar a influência da redução de complexidade com-

putacional sobre a taxa de erro de recepção, foram realizadas simulações em ambiente

Matlab para ambos os algoritmos.

Os parâmetros utilizados na simulação são listados a seguir:

• Parâmetros derivados de especificações do LTE:

– Número de portadoras (N): 512;

– Número de portadoras não-virtuais (P ): 310.

• Tamanho dos dados utilizados (M): 511;

• 50 execuções no ensemble;

• Canais retirados de especificações do GSM [5]:

– Rural (R):

Atraso (em amostras) 0 2 5 8 16 23 50

Potência (dB) -3 0 -2 -3 -6 -8 -10

– Urbano (U):

Atraso 0 1 3 5 8 11 13 17 23 31 32 51

(em amostras)

Potência (dB) -4 -3 0 -2,6 -3 -5 -7 -5 -6,5 -8,5 -11 -10

• Comprimento L = 55 para o canal urbano e L = 11 para o canal rural;

• Métrica utilizada [6]: Normalized mean-square error (NMSE)

NMSE =
1

Q

Q
∑

i=1

(

θ̂ − θ

2π/N

)2

, (4.64)
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onde Q representa o número de execuções no ensemble;

• 200 blocos OFDM transmitidos.

Os resultados das simulações estão representados na Figura 4.4. Nota-se que

o desempenho de ambos algoritmos é equivalente para toda a faixa de SNRs me-

dida em ambos os canais, porém, como visto, o algoritmo CB-CFO representa uma

complexidade reduzida em relação ao ESPRIT.
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Figura 4.4: NMSE para ESPRIT e CB-CFO.

4.5 Unitary ESPRIT para Estimação de CFO

Na Subseção 4.2.2 foi apresentada uma versão do ESPRIT para estimação de CFO

em ambiente OFDM. O objetivo desta seção é apresentar uma nova versão pro-

posta para o algoritmo ESPRIT nesse mesmo tipo de ambiente. Neste algoritmo

realizam-se apenas operações reais sobre os dados recebidos, de maneira semelhante

ao Unitary ESPRIT utilizado para estimação de DoA, mostrado na Subseção 3.5. O

algoritmo Unitary ESPRIT impõe uma série de restrições extras sobre a geometria

das antenas de recepção. O sistema OFDM oferece espaçamento uniforme entre

as portadoras. Tal caracteŕıstica possibilita um processo de estimação equivalentes
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ao de uma ULA para a estimação de DoA. Com isso, as restrições CH já estão

automaticamente obedecidas pelas caracteŕısticas do ambiente utilizado.

Estruturas utilizadas: O sistema é modelado pelas equações (4.10) e (4.11),

repetidas a seguir por comodidade,

s̃(k) = HD,Ps(k)e
j(k−1)θ(N+L). (4.65)

r(k) = e−jθ(N−1)Zs̃∗(k). (4.66)

São utilizadas as estruturas auxiliares y
(i)
F (k) e y

(i)
B (k), conforme definidas nas

equações (4.13) e (4.14). Numa modelagem inicialmente ignorando o AWGN, o

sistema com CFO é definido pela equações (4.19) e (4.20), repetidas a seguir por

comodidade,

y
(i)
F (k) = EM+1WM+1(Φ)is̃(k), (4.67)

y
(i)
B (k) = EM+1WM+1(Φ)ir(k), (4.68)

Considere agora a estrutura FB Yi
E para todos os K blocos transmitidos,

Yi
E =

[

(yiF (0) + yiB(0)) (yiF (1) + yiB(1)) . . . (yiF (K − 1) + yiB(K − 1))
]

,

(4.69)

onde 0 ≤ i ≤ (N −M − 1). Define-se uma outra estrutura FB, que soma todos os

efeitos de CFO ao longo do bloco,

YE =
N−M−1
∑

i=0

Yi
E. (4.70)

Em comparação com o algoritmo Unitary ESPRIT para estimação de DoA, visto na

subseção 2.3.5, a estrutura YE exerce papel equivalente ao que a matriz de dados Z

exerce para o Unitary ESPRIT.

Transformações CH: Considere mais uma vez as restrições geométricas CH im-

postas na Seção 3.5. Para o caso da estimação de CFO em cenário OFDM, a matriz

EM+1WM+1 desempenha papel equivalente ao do array manifold para estimação

de DoA. A matriz EM+1 é diagonal com elementos de um vetor que possui uma

estrutura do tipo Vandermonde, enquanto WM+1, matriz de IDFT, tem uma es-

trutura Vandermonde. Então a resultante EM+1WM+1 também tem uma estrutura
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Vandermonde, o que caracteriza um array manifold ULA, que atende as restrições

CH para um array manifold, de acordo com o apresentado na equação (2.99).

Considere uma matriz Qa de rotação, com dimensões a × a, definida pela

equação (2.100), repetida a seguir por conveniência,

Qa =
1√
2





Ia/2 jIa/2

Πa/2 −jΠa/2



 , (4.71)

onde Πi é uma matriz de dimensões i × i com 1 em sua antidiagonal e zero nos

demais elementos e Ii é uma identidade de dimensões i× i. Define-se mais uma vez

a transformação E(·), como já mostrada na equação (2.104), repetida a seguir

E(M) =
[

M ΠaM
∗Πa

]

, (4.72)

onde (·)∗ representa uma operação que retorna o complexo conjugado de cada ele-

mento da matriz. Define-se também a transformação T (·) com uma expressão equi-

valente à equação (2.105),

T (M) = QaE(M)QH
a . (4.73)

Considere duas novas matrizes de seleção, geradas da mesma maneira que as

equações (3.49) e (3.50)

KX = QH
M(JX + ΠNJXΠM+1)QM+1, (4.74)

KY = jQH
M(JX − ΠNJXΠM+1)QM+1. (4.75)

Estimação: Considere RT como a matriz de covariância de T (YE), ou seja,

RT = T (YE)T H(YE) (4.76)

que possui apenas elementos reais. São realizadas as duas primeiras etapas do

processo de estimação SSI, ou seja,

[Us,Λ
2
s, σ

2
N ] = SSI2b(RT , SSI1(YE)), (4.77)

A partir do subespaço dos sinais, são extráıdas duas submatrizes

UX = KXUs (4.78)

UY = KYUs (4.79)
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De maneira equivalente à Subseção 2.3.5, pode ser mostrado que esses subespaços

obedecem uma equação de invariância,

UY = UXΨ. (4.80)

É encontrada uma solução TLS para a equação (4.80) a partir da equação (2.38),

ou seja,

[Ψ̂] = TLS(UX ,UY ). (4.81)

De maneira equivalente ao desenvolvimento presente na Subseção 2.3.5, pode ser

mostrado que Ψ se relaciona com Φ a partir de

Ψ = TΦT−1, (4.82)

isto é, Φ pode ser obtido a partir de uma EVD sobre ΨTLS.

Finalmente, a última etapa de estimação SSI para CFO é obtida a partir da

equação (4.18),

θ̂ = SSI4(Φ̂). (4.83)
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SSI2R

SSI1

T

θ

Φ
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Figura 4.5: Diagrama de blocos representando o processo de estimação do algoritmo

Unitary ESPRIT.

A Figura 4.5 representa o processo de estimação do algoritmo Unitary ESPRIT

através de um diagrama de blocos.
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4.5.1 Comparações entre ESPRIT e Unitary ESPRIT para

Estimação de CFO

Complexidade Computacional Nesta seção será feita uma análise de comple-

xidade do Unitary ESPRIT com um tipo de comparação um pouco diferente dos

algoritmos anteriores. Tanto os algoritmos da famı́lia covariance-based (CB) quanto

o DD-DoA tinham como proposta uma diminuição de complexidade computacional

com relação às suas contrapartidas ESPRIT. A proposta do Unitary ESPRIT para

estimação de CFO é principalmente apresentar uma alternativa para computação

de operações apenas reais, como foi discutido na Seção 3.7. São mostradas algumas

comparações com o ESPRIT para estimação de CFO, para se situar computacio-

nalmente a complexidade do Unitary ESPRIT. A Tabela 4.5 apresenta um resumo

da comparação do Unitary ESPRIT com o TLS-ESPRIT, ambos para estimação de

CFO.

Verifica-se que o algoritmo TLS-ESPRIT requer:

• 3 EVDs (1 para matriz hermitiana de dimensões 2P × 2P , 1 para uma matriz

hermitiana de dimensões (M+1)×(M+1) e 1 para uma matriz não-hermitiana

de dimensões P × P );

• 1 inversão de uma matriz P × P ;

• 5 multiplicações de matrizes (4 entre matrizes de dimensões P ×N e matrizes

de dimensões M × P e 1 entre duas matrizes de dimensões P × P ).

Todas as operações do TLS-ESPRIT são operações sobre dados complexos.

O algoritmo Unitary ESPRIT requer:

• 3 EVDs (1 para matriz hermitiana de dimensões 2P × 2P , 1 para uma matriz

hermitiana de dimensões 2(M + 1) × 2(M + 1) e 1 para uma matriz não-

hermitiana de dimensões P × P );

• 1 inversão de uma matriz P × P ;

• 8 multiplicações de matrizes (1 entre uma matriz de dimensões 2(M+1)×(M+

1) e uma matriz de dimensões (M+1)×2(M+1), 4 entre matrizes de dimensões

P × (M + 1) por matrizes de dimensões (M + 1) × P , 1 entre duas matrizes
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Tabela 4.5: Comparação dos algoritmos TLS-ESPRIT [6] e Unitary ESPRIT para

estimação de CFO.

TLS-ESPRIT Unitary ESPRIT

[Us,Λs] = EVD
(

R̂
)

YE =
∑

(yB + yF )

E0 = JXUs Ξ = ΠMJXΠM+1

E1 = JYUs KX = QH
M+1(JX + Ξ)Q2(M+1)

Ea =





EH
0

EH
1





[

E0 E1

]

KY = QH
M+1(JX − Ξ)Q2(M+1)

[E,Λ] = EVD(Ea) RT = T (YE)T H(YE)

E =





E11 E12

E21 E22



 [Us,Λs] = EVD
(

R̂T

)

Ψ = −E12E
−1
22 U0 = KXUs

[T,Φ] = EVD(Ψ) U1 = KYUs

Ea =





UH
0

UH
1





[

U0 U1

]

[E,Λ] = EVD(Ea)

E =





E11 E12

E21 E22





Ψ = −E12E
−1
22

[T,Φ] = EVD(Ψ)

de dimensões P × P e 2 entre uma matriz de dimensões (M + 1) × 2(M + 1)

e uma matriz de dimensões 2(M + 1) × P ).

Dentre essas operações, apenas a multiplicação entre uma matriz de dimensões

2(M + 1) × (M + 1) e uma de dimensões (M + 1) × 2(M + 1) é feita sobre ele-

mentos complexos. As demais operações são feitas sobre estruturas reais.

Da mesma maneira que os algoritmos anteriores, a Tabela 4.6 apresenta um re-

sumo das operações feitas pelo algoritmo Unitary ESPRIT no contexto de estimação

de CFO, em comparação com o ESPRIT. Para o Unitary ESPRIT é separada a

única operação de multiplicação envolvendo estruturas complexas. Verifica-se que
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as operações de inversão e multiplicação são as que o algoritmo Unitary ESPRIT

apresenta maiores ganhos de complexidade computacional em comparação com o

ESPRIT.

Tabela 4.6: Comparação entre o número de operações dos algoritmos ESPRIT e

Unitary ESPRIT para estimação de CFO.

ESPRIT Unitary ESPRIT

Operação Complex. [27] # Complex. #

EVD Matrizes Não-Hermitianas O(25n3) 1 O(25n3) 1

EVD Matrizes Hermitianas O(2n2) 2 O(n2) 2

Inversão Completa O(8n3/3) 1 O(2n3/3) 1

Multiplicação O(4n3) 5 O(n3) 7

O(4n3) 1

Desempenho: Algumas simulações foram realizadas para se verificar o desem-

penho do algoritmo Unitary ESPRIT para estimação de CFO. Foram utilizados

parâmetros semelhantes aos listados na comparação entre CB-CFO e TLS-ESPRIT,

apresentada na Subseção 4.4.1.

A métrica utilizada foi o NMSE, definido na equação (4.64), e repetido a seguir

por conveniência,

NMSE =
1

Q

Q
∑

i=1

(

θ̂ − θ

2π/N

)2

. (4.84)

Os parâmetros utilizados na simulação são listados a seguir:

• Parâmetros derivados de especificações do LTE:

– Número de portadoras (N): 512;

– Número de portadoras não-virtuais (P ): 310;

• Tamanho dos dados utilizados (M): 511;

• 50 execuções no ensemble;

• Foram utilizados os mesmo canais da subseção 4.4.1, repetidos a seguir, por

conveniência,
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– Rural (R):

Atraso (em amostras) 0 2 5 8 16 23 50

Potência (dB) -3 0 -2 -3 -6 -8 -10

– Urbano (U):

Atraso 0 1 3 5 8 11 13 17 23 31 32 51

(em amostras)

Potência (dB) -4 -3 0 -2,6 -3 -5 -7 -5 -6,5 -8,5 -11 -10

• Comprimento L = 55 para o canal urbano e L = 11 para o canal rural;

Os resultados das simulações estão representados na Figura 4.6. Nota-se que o

desempenho apresenta um menor MSE em relação ao algoritmo Unitary ESPRIT.

Como visto, o algoritmo Unitary ESPRIT também apresenta, em relação ao ES-

PRIT, a vantagem de somente utilizar operações com estruturas reais. Como o pro-
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Figura 4.6: NMSE para ESPRIT e Unitary ESPRIT para canais rural (R) e urbano

(U) das especificações do LTE [5].

cessamento no Unitary ESPRIT é feito num domı́nio distinto do algoritmo ESPRIT,

o menor MSE do algoritmo Unitary ESPRIT pode ser atribúıdo a este algoritmo

apresentar uma resolução melhor em algumas faixas de ângulos em que o ESPRIT

apresente uma resolução ruim.
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4.6 Discussões do Caṕıtulo

Considerando-se os algoritmos propostos e apresentados nas Seções 3.3 e 4.3, bem

como o algoritmo TXK apresentado na Subseção 2.2.2, esta seção tem como objetivo

principal apresentar uma discussão das relações entre os algoritmos e um detalha-

mento de algumas de suas semelhanças e diferenças. O algoritmo TXK estendido

descrito nas Subseções 3.2 e 4.3 pode ser considerado como ponto de partida das

discussões sobre um framework unificado. Começa-se a descrição com um pano-

rama sobre três diferentes contextos de comunicações: equalização, sistemas com

múltiplas antenas e OFDM.

Ainda nesta seção são discutidas algumas implementações de algoritmos de es-

timação de CFO em sistemas comerciais.

Com Relação aos Algoritmos da Literatura: A Figura 4.7 apresenta os ambi-

entes OFDM, de estimação de DoA e equalização cega unidos pela ótica de estimação

paramétrica. Como já apresentado na seção 2.5, o ambiente de estimação de DoA

e equalização cega podem ser modelados como sistemas MIMO. Esse tipo de mode-

lagem pode ser estendida para o caso OFDM se o sinal referente a cada portadora

diferente for considerado como uma entrada ou sáıda diferente no sistema.

Estimacao
Parametrica

Metodos de   ´
~

                  ´     ´

Equalizacao       ~
     ´ 

DoA CFO

TXK
ESPRIT

para
CFO

Beamspace

ESPRIT

Unitary

ESPRIT

DoA
para

ESPRIT

Pencil

Matrix

Cap 2 Cap 4

Figura 4.7: Representação dos algoritmos apresentados nos Caṕıtulos 2 e 4, compre-

endendo os ambientes de equalização cega, estimação de DoA e estimação de CFO

para OFDM.

111



Nos casos de DoA e OFDM, os sinais recebidos correspondem a uma soma de

senóides com um rúıdo de banda larga. A estimação é feita tendo como objetivo

um parâmetro da matriz de mistura entre os sinais. Tanto para DoA quanto para

OFDM, a estimação leva em conta redundâncias da matriz de mistura. O algoritmo

ESPRIT explora tais redundâncias. Por sua vez, no ambiente de equalização, tanto

o sinal recebido quanto o rúıdo aditivo têm banda larga. O sistema de estimação

tem como objetivo obter o sinal transmitido, perdendo-se, a prinćıpio, o caráter

paramétrico da estimação. No entanto, o algoritmo TXK faz a equalização através

de uma identificação de sistema. Essa identificação é obtida através da estimação do

vetor de parâmetros y na equação (2.25) e (2.26), o que caracteriza a estimação como

paramétrica. A descrição do algoritmo TXK na Subseção 2.2.2 teve como objetivo

mostrar o framework inicial de onde surgiram as ideias para o desenvolvimento dos

novos algoritmos.

Construindo um Framework Unificado: Observa-se que tanto o TXK quanto

CB-DoA e CB-CFO apresentam manipulações matemáticas sobre matrizes de co-

variância do sinal recebido. No caso do TXK, as matrizes utilizadas são Rx(0) e

Rx(1). Para o CB-DoA, é usada a matriz de autocovariância e a de covariância

cruzada, ambas com lag zero Rx e Rxy, definidas na Seção 3.3. Por fim, para o CB-

CFO, foram utilizadas as estruturas JXRY EJTX e JYRY EJTX , definidos na Seção 4.4.

Aparentemente, as matrizes de covariância usadas no CB-CFO são bem dife-

rentes das matrizes utilizadas para o CB-DoA. No entanto, como apresentado em

[32], os conjuntos X e Y de antenas não precisam ser disjuntos. Considere, por

exemplo, um array de antenas de recepção uniformemente espaçado como mostrado

na Figura 4.8, onde cada quadrado numerado representa uma antena. Pode-se es-

colher o sub-array X como o conjunto das antenas com ı́ndice ı́mpar e o sub-array

Y como o conjunto das antenas de ı́ndice par, satisfazendo a restrição de escolha

de doublets do CB-DoA. Entretanto, pode-se escolher também os sub-arrays da se-

d d d d d d d

1 32 4 5 6 7 8

Figura 4.8: Array de antenas de recepção.
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guinte maneira: X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, Y = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, ou seja, os doublets

correspondem aos pares de antenas (i, i+ 1) onde 1 ≤ i ≤ 7, o que também satisfaz

as exigências do CB-DoA. Nesse caso, temos que as últimas (N − 1) linhas de Rx

equivalem às primeiras (N − 1) linhas de Rxy. Ou seja, se adotarmos as estruturas

ESPRIT definidas na subseção 2.3.3, têm-se

Rx = JXRzJ
T
X , (4.85)

Rxy = JYRzJ
T
X . (4.86)

Com isso, as matrizes de covariância equivalem às covariâncias no ambiente do

algoritmo CB-CFO.

O rúıdo presente nos algoritmos TXK e CB-CFO é modelado como AWGN, de-

vido à natureza temporal de aquisição do sinal recebido. O fato de serem modelados

como brancos é posśıvel devido à natureza completamente aleatória do rúıdo con-

siderado, enquanto o uso de uma distribuição gaussiana é justificada pelo teorema

central do limite (central limit theorem) [54]. O rúıdo aditivo presente no algoritmo

CB-DoA não pode ser garantidamente branco, uma vez que há uma amostragem

espacial. Por isso é empregada uma matriz genérica de covariância, o que acarreta

o uso de uma GEVD. No entanto, por ainda apresentar uma natureza bastante

aleatória, supõe-se que o rúıdo tende a ter amostras com baixa correlação entre si,

e sua matriz de covariância aproxima-se de uma diagonal, o que justificaria uma

aproximação usando a matriz identidade.

Comparando-se as equações (2.21), (3.21) e (4.57), repetidas aqui, por con-

veniência,

TXK: Rx(1) = HLHH + σ2
NJ, (4.87)

CB-DoA: Rxy = AΦHAH + Rnxy, (4.88)

CB-CFO: R1,0 = JXAΦRs̃A
HJTX , (4.89)

percebe-se que, para os algoritmos CB-DoA e CB-CFO, a matriz de covariância

está relacionada com a matriz Φ correspondente a cada contexto, ambas diagonais

e possuindo posto completo. Já no caso do TXK, Rx(1) está relacionada com L,

que não possui posto completo. É por essa diferença na estrutura das matrizes

que é requerido o uso de uma EVD para estimação no caso do CB-DoA e CB-

CFO, enquanto o TXK usa uma matriz gerada por uma cadeia de Jordan em seu
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processo de estimação, muito mais custosa computacionalmente, por envolver uma

SVD e mais uma estimação. Assim, tanto CB-DoA como CB-CFO são algoritmos

menos custosos computacionalmente em relação ao TXK, devido às caracteŕısticas

espećıficas de seus respectivos problemas.

Generalized TXK (GTXK) A partir do que foi apresentado na Subseção 3.2,

é posśıvel generalizar o algoritmo TXK, o que pode permitir que se enxergue mate-

maticamente algumas relações existentes entre os algoritmos propostos. Aqui, como

em toda a tese, todas as variáveis aleatórias consideradas possuem média zero.

Consideram-se duas estruturas de dados x1 e x2, como apresentadas na

Subseção 3.2, ou seja, do mesmo modo que nas equações (3.2) e (3.3), desenvol-

vida para o TXK estendido,

x1 = M1s1 + n1, (4.90)

x2 = M2s2 + n2, (4.91)

onde s1 e s2 são também correlacionadas. Supõe-se que M2 tenha as mesmas di-

mensões que M1 e que tenha posto completo por colunas. Além disso, supõe-se que

as matrizes M1 e M2 possam ser relacionadas por uma transformação linear

M2 = ΦM1, (4.92)

onde Φ é uma matriz quadrada, com suas dimensões iguais ao número de linhas de

M1 e M2.

Faz-se então um modelo para o sistema baseado em covariâncias,

Rs1 = E[s1s
H
1 ], (4.93)

Rs12 = E[s1s
H
2 ], (4.94)

σ2Σ1 = E[n1n
H
1 ], (4.95)

σ2Σ12 = E[n1n
H
2 ], (4.96)

Ra = E[x1x
H
1 ] = M1Rs1M

H
1 + σ2Σ1, (4.97)

Rb = E[x1x
H
2 ] = M1Rs1Φ

HMH
1 + σ2Σ12, (4.98)

onde σ2 representa a potência tanto de n1 quanto de n2, ou seja, supõe-se que os

rúıdos tenham potências iguais.
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São realizadas as etapas 1 e 2 de estimação SSI, de acordo com o apresentado na

Seção 2.3.1,

Z =





x1

x2



 , (4.99)

[Us,Λ
2
s, σ

2
N ] = SSI2(Rx1,Rn1, SSI1(Z)), (4.100)

A seguir é feita a operação TB, como definida na Subseção 2.2.2,

[Rc] = TB(Us,Λs,Rb − σ2Σ12). (4.101)

Com isso, pode-se escrever que

Rc = Λ−1
s UH

s M1Rs12ΦMH
1 UsΛs. (4.102)

É feito um processamento sobre Rc para se encontrar Φ que corresponde a uma EVD

no caso de estimação de DoA ou de CFO, ou que corresponde a um processamento

de uma cadeia de Jordan no caso do TXK. Por fim, é realizada a última etapa de

uma estimação SSI, definida na equação (2.54),

[θ̂] = SSI4(Φ̂), (4.103)

onde θ̂ corresponde a um vetor de ângulos no caso de estimação de DoA ou a

uma interferência multiplicativa escalar no caso de estimação de CFO, ou dados

transmitidos no TXK. O fluxo de operações do algoritmo GTXK está representado

na Figura 4.9, a partir das etapas de um algoritmo do tipo SSI, conforme apresentado

na Subseção 2.3.1. De certa forma, o algoritmo GTXK pode ser visto como uma

generalização também do algoritmo apresentado em [55] para estimação espectral,

num contexto de estimação em que a matriz Φ não é necessariamente diagonal, o

que engloba o algoritmo TXK.

Considerando-se que no caso do TXK o vetor de parâmetros descoberto seja y,

os vetores singulares à esquerda associados aos menores valores singulares de Ψ,

pode-se definir uma operação equivalente à SSI4 a fim de gerar uma estimativa para

o canal, representados pelas equações (2.25) e (2.26), reproduzidas a seguir, por

conveniência,

Q2 =
[

y Ψy . . . ΨP−1y
]

(4.104)

Ĥ = UsΛsQ2e
jφ. (4.105)
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Figura 4.9: Representação do algoritmo GTXK, usando um diagrama de blocos.

Com isso, define-se uma variação na função SSI4:

[Ĥ] = SSI4b(y,Ψ). (4.106)

Como a aplicação final do TXK é equalização, usa-se a estimação do canal para se

fazer uma equalização ZF, obtendo-se os sinais transmitidos.

Incorporando uma descrição beamspace: A fim de se agregar a descrição do

algoritmo beamspace ao algoritmo GTXK, faz-se uma associação de variáveis de

maneira direta com o já exposto neste caṕıtulo. Uma pequena modificação é feita

na coluna referente ao CB-DoA, considerando-se

z(k) =





x(k)

y(k)



 , nz(k) =





nx(k)

ny(k)



 , (4.107)

ou seja,

x(k) = JXz(k), (4.108)

y(k) = JY z(k), (4.109)

nx(k) = JXnz(k), (4.110)

ny(k) = JY nz(k). (4.111)

A diferença no algoritmo para as versões elementspace e beamspace do CB-DoA tem

como origem as diferenças nas respectivas equações de invariância:

Elementspace CB-DoA: JXA = JYAΦH , (4.112)

Beamspace CB-DoA: QTH
i A = QFTH

i AΦH . (4.113)
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As matrizes JX e JY são puramente de seleção, ou seja, Z1 = JXZ e Z2 = JYZ,

O papel exercido por JX e JY para a versão elementspace do CB-DoA é assumido

pelas matrizes Q1 = QTH
i e Q2 = QFTH

i na versão beamspace. No entanto, Q1 e

Q2 não têm um caráter puramente de seleção. Ao se fazer as operações Z1 = Q1Z

e Z2 = Q2Z, não é garantido que todas as partes de Z estejam preservadas em Z1

e Z2. Tendo como foco a estrutura das matrizes, pode-se representar as matrizes de

seleção da seguinte maneira

JX =
[

I 0
]

, (4.114)

JY =
[

0 I
]

, (4.115)

Q1 =
[

Q3 0
]

, (4.116)

Q2 =
[

0 Q4

]

, (4.117)

onde I representa uma matriz identidade com dimensões apropriadas, enquanto Q3

e Q4 são matrizes quaisquer de posto completo, de acordo com as especificações defi-

nidas na Subseção 3.4. Percebe-se então que JX é um caso espećıfico de Q1 e que JY

é um caso espećıfico de Q2. Com isso, a tabela de equivalência de variáveis pode ser

novamente reescrita para englobar o caso Beamspace CB-DoA. A Tabela 4.7 mos-

tra essa nova representação, onde Q1 e Q2 podem ser identificadas com Beamspace

CB-DoA ou Elementspace CB-DoA através das equações (4.114) a (4.117)

Tabela 4.7: Nova identificação de entidades do GTXK com TXK, CB-DoA (versões

elementspace e beamspace), e CB-CFO.

GTXK TXK CB-DoA CB-CFO

x1 x(k) Q1z(k) JXY
(i)
E (k)

x2 x(k − 1) Q2z(k) JYY
(i)
E (k)

n1 n(k) Q1nz(k) JXn(k)

n2 n(k − 1) Q2nz(k) JY n(k)

s1 s(k) JXs(k) JXs(k)

s2 s(k − 1) JY s(k) JY s(k)

Implementações de Estimação de CFO em Sistemas de Comunicações

Os sistemas OFDM apresentam aplicações em vários sistemas padronizados de co-
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municações, como comentado na Seção 1.2. Agora pretende-se destacar algumas

implementações referentes especificamente à estimação de CFO em alguns ambien-

tes de comunicações. Na tese [56] são implementados quatro técnicas de estimação

de CFO que utilizam sequências-piloto no ambiente padronizado DVB-T (digital

video broadcasting - terrestrial). Pelas simulações, verificou-se que os algoritmos

apresentam uma alta taxa de erro quando ocorrem efeitos Doppler muito severos.

O artigo [57] também aborda o mesmo sistema, fazendo um estudo experimental

dos efeitos da degradação causada pelo CFO em sistemas DVB-T, utilizando a BER

como métrica de comparação.

No artigo [58] é implementado um estimador paramétrico para CFO, com base

no algoritmo MUSIC, ou seja, de funcionamento semelhante aos algoritmos a se-

rem apresentados, em uma plataforma de software-defined radio, um conceito de

flexibilidade de funcionamento que vem ganhando bastante popularidade para im-

plementação de sistemas de comunicações.

Um estudo comparativo de técnicas de estimação de CFO em um ambiente Wi-

MAX é feita no artigo [59]. A tecnologia WiMAX apresenta alternativas para co-

nexão de redes sem fio à Internet que se tornaram bastante utilizadas. A comparação

é feita para uma técnica utilizando sinais de treinamento através de portadoras-

piloto e outra não-supervisionada, com base em métodos da literatura. É mostrado

que a BER de sistemas com compensação de CFO aproxima-se bastante da BER de

sistemas livres de CFO. Também é mostrado que sistemas OFDM sem compensação

de CFO têm seu desempenho bastante degradado em termos de BER.

4.7 Conclusões do Caṕıtulo

Este caṕıtulo aborda o problema de se estimar o offset das portadoras de um sistema

OFDM. Para esse outro problema de estimação é apresentada uma solução através

de um método inspirado no ESPRIT original. Em seguida é mostrado o algoritmo

proposto CB-CFO, uma alternativa de menor complexidade que o ESPRIT. Também

é apresentado o algoritmo proposto Unitary ESPRIT, que utiliza apenas operações

reais em seu funcionamento.

Na parte de discussões do caṕıtulo, os algoritmos Elementspace CB-DoA, Be-
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amspace CB-DoA, CB-CFO e TXK foram apresentados sob uma ótica unificada na

Seção 4.6. A partir dessa ótica pode-se perceber algumas relação matemáticas entre

os algoritmos, e entre os ambientes em que são utilizados.

Os algoritmos vistos no Caṕıtulo 3 e neste caṕıtulo, bem como a análise contida

no Apêndice A representam as principais contribuições do trabalho de doutorado.

O próximo caṕıtulo tem como objetivo apresentar uma visão sobre o trabalho de

doutorado, a partir dos algoritmos propostos e das discussões apresentadas.
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Caṕıtulo 5

Conclusões da Tese

5.1 Sobre o Documento

Este documento tem como objetivo apresentar o trabalho desenvolvido durante o

doutorado, apresentar algumas reflexões sobre o trabalho realizado, extrair algumas

conclusões, bem como fazer algumas propostas de continuação para o trabalho.

No Caṕıtulo 1 são apresentadas as principais motivações e os objetivos do tra-

balho feito durante o doutorado. O Caṕıtulo 2 apresenta os algoritmos TXK e

ESPRIT, nos quais se baseiam os algoritmos propostos. Além disso, são apresenta-

das as principais famı́lias de algoritmos de estimação para sistemas com diversidade

espacial, e mostradas as principais etapas dos algoritmos baseados em SSI, que é o

tipo de técnica em que se podem classificar os algoritmos propostos. No Caṕıtulo

3, são apresentados quatro novos algoritmos para estimação de DoA comparados a

diferentes versões do método clássico de estimação paramétrica ESPRIT, tanto em

relação à complexidade computacional, quanto a uma métrica MSE. No Caṕıtulo 4

é descrita a extensão dos algoritmos para um ambiente de estimação de CFO para

OFDM. Nesse caṕıtulo é apresentada a versão ESPRIT para estimação de CFO,

bem como dois algoritmos propostos. Posteriormente, os algoritmos são analisados

de maneira a proporcionar um framework unificado, e uma generalização do algo-

ritmo TXK é proposta. No Apêndice A será vista uma análise de MSE para os

algoritmos CB-DoA e DD-DoA.
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5.2 Métodos Desenvolvidos

Contribuições da Tese: Algoritmos de estimação tiveram papel bastante impor-

tante no desenvolvimento de sistemas de comunicações. Em algumas situações, o

problema de estimação em comunicações pode ser simplificado para uma estimação

do tipo paramétrica, já supondo um modelo subjacente para os sinais, o ambiente e

o problema de estimação associado. A abordagem paramétrica permite uma dimi-

nuição na complexidade dos algoritmos desenvolvidos. A busca por reduções mais

significativas em complexidade computacional levou ao desenvolvimento de algorit-

mos que exploram a forma de amostragem do ambiente em questão. No caso do

ambiente de array de antenas, isso se traduz em explorar a geometria do array de

recepção, como é feito no ESPRIT.

Esta tese gerou quatro algoritmos para estimação de DoA em sistemas com

múltiplas antenas (CB-DoA, Beamspace CB-DoA, Unitary CB-DoA e DD-DoA),

como visto no Caṕıtulo 3 além de dois algoritmos para estimação de CFO em ambi-

ente OFDM (CB-CFO e Unitary ESPRIT), apresentado no Caṕıtulo 4. Além disso,

conseguiu-se fazer um template genérico unificando-se vários desses algoritmo, o que

permite enxergar de uma maneira mais matemática as diferenças entre algoritmos

e frameworks, visto no Caṕıtulo 3. Outra contribuição secundária é uma rápida

revisão bibliográfica sobre o uso do ESPRIT em aplicações, presente no Caṕıtulo 2.

Além dessas contribuições, foi feito um desenvolvimento matemático para uma ex-

pressão de MSE, conforme mostrado no Apêndice A.

A partir dos algoritmos, foram publicados, até o momento, três artigos em con-

gressos internacionais [2] [3] [4] e um em periódico internacional, [1] conseguindo-se

a divulgação do trabalho realizado para um público internacional especializado.

Os algoritmos desta tese têm como objetivo levar a busca de redução de com-

plexidade computacional um passo à frente, ao se eliminarem certas operações re-

dundantes presentes no método ESPRIT, através de ideias inspiradas no algoritmo

TXK proveniente de um contexto de equalização cega.

Observamos algumas conclusões gerais a respeito dos algoritmos propostos:

• São algoritmos do tipo SSI que alteram a etapa de resolução da equação de

invariância, aliviando requisitos computacionais de etapas anteriores;
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• Os algoritmos propostos apresentam complexidade computacional menor que

a do ESPRIT, que é considerado um algoritmo com complexidade computa-

cional baixa, em relação a seus antecessores tanto paramétricos como não-

paramétricos;

• Os algoritmos CB-DoA, Beamspace CB-DoA, Unitary CB-DoA e CB-CFO

apresentam MSE equivalente às suas versões equivalentes para o ESPRIT. No

caso do CB-DoA, a equivalência da expressão de MSE é comprovada matema-

ticamente no apêndice A;

• O algoritmo DD-DoA apresenta um compromisso entre complexidade compu-

tacional e MSE na comparação com a versão SVD do ESPRIT;

• Os algoritmos propostos partem de premissas a respeito do ambiente e su-

posições geométricas sobre o array de recepção equivalentes ao ESPRIT;

• O algoritmo CB-DoA, tanto em sua versão elementspace quanto beamspace

exige a estimação de matrizes de covariância, não exigidas pelo ESPRIT, que

pode operar diretamente sobre os dados;

• O algoritmo CB-DoA apresenta uma redução de complexidade mais pronunci-

ada em relação ao ESPRIT à medida em que se aumenta o número de sensores

de recepção. Isso ocorre ao se comparar as versões elementspace de cada algo-

ritmo e, também, ao se comparar as versões beamspace correspondentes;

• Os algoritmos TXK, Elementspace CB-DoA, Beamspace CB-DoA e CB-CFO

podem ser colocados num framework unificado, mostrando a menor comple-

xidade computacional dos algoritmos CB-DoA e CB-CFO devido a carac-

teŕısticas do ambiente no qual estão inseridos.

Visão pessoal: O algoritmo ESPRIT apresentou simultaneamente um grande

est́ımulo e um grande desafio para sua modernização. O est́ımulo consiste na sua

popularidade e no grande número de extensões existentes na literatura. De ińıcio,

o principal obstáculo foi realizar mudanças no ESPRIT que não tivessem sido já

realizadas, o que configura um grande desafio devido ao tempo desde o desenvolvi-

mento do ESPRIT, em meados da década de 1980. O desenvolvimento do CB-DoA,
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primeiro algoritmo da tese, foi motivado pela busca por uma conexão mais for-

mal entre ESPRIT e TXK e não se encontrarem artigos espećıficos sobre o tema.

Com o tempo, verificou-se uma certa escassez de opções ao ESPRIT que usassem

as mesmas restrições quanto à geometria das antenas, o que motivou o desenvolvi-

mento dos demais algoritmos da tese. Na Seção 3.7, foram vistos alguns algoritmos

que apresentam algumas caracteŕısticas semelhantes ao CB-DoA. Formulações seme-

lhantes trazem a percepção positiva de que várias das ideias contidas nos algoritmos

propostos fazem parte do desejo comum de pesquisadores em diminuir a complexi-

dade computacional dos métodos de estimação. Outro ponto positivo é de existirem

aspectos diferentes e inovadores nos algoritmos propostos quando comparados aos

listados na Seção 3.7, o que estimula o estudo de diversos aspectos computacionais

e de desempenho dos algoritmos propostos.

A redução de complexidade proposta para o ESPRIT foi estendida para vários

de seus cenários de funcionamento, em particular para os cenários de estimação de

DoA e de CFO. Isso leva a acreditar que os novos algoritmos possam ser estendidos

a outros cenários e em outras versões, existentes para o ESPRIT, como será indi-

cada na Seção 5.3. O desenvolvimento de uma nova versão do ESPRIT no cenário

de estimação de CFO para OFDM mostra que as potencialidades do próprio algo-

ritmo ESPRIT ainda não foram totalmente exploradas, revelando o quanto a área

é promissora.

No caso do algoritmo DD-DoA há um compromisso entre redução de complexi-

dade e MSE. Acredita-se que a utilização de uma técnica com uma abordagem bem

diferente das existentes deva passar ainda por um peŕıodo de amadurecimento, o que

já ocorreu no caso das técnicas consagradas migradas do ambiente de equalização.

Por esse motivo, acredita-se que versões alternativas futuras do DD-DoA possivel-

mente atinjam uma diminuição da complexidade sem aumento no MSE, como é o

caso do CB-DoA, por exemplo.

5.3 Propostas de Trabalhos Futuros

A aplicação de métodos paramétricos para estimação em sistemas de comunicações

é extensa, como visto no Caṕıtulo 2. A adaptação de nossos métodos de estimação
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em novos cenários pode ser útil, em particular em aplicações com requisitos ŕıgidos

de desempenho computacional. São apresentadas nesta seção algumas propostas de

continuação do trabalho.

Com relação a modificações em algumas partes dos algoritmos propostos:

• As suposições e restrições de nossos algoritmos podem ser trabalhadas de uma

maneira diferente. Um exemplo disso é a restrição original de fontes descorre-

lacionadas do algoritmo CB-DoA, e sua exigência de estimação das matrizes

de covariância do rúıdo;

• Como apresentado na Subseção 2.3.1, os algoritmos propostos fornecem al-

ternativas à etapa de resolução da equação de invariância para algoritmos da

famı́lia SSI. A fim de diminuir ainda mais a complexidade computacional do

sistema, planeja-se estudar otimizações para as demais etapas do processo de

estimação, principalmente as que requerem operações com maior complexidade

computacional;

• Utilizar o conceito do espaço de Krylov para diminuir a complexidade compu-

tational da cadeia de Jordan no TXK [60];

• Desenvolver um método iterativo de soluções, equivalente ao método SLS

(structured least-squares) [32], com o objetivo de diminuir ainda mais a com-

plexidade computacional dos algoritmos;

• A redução de complexidade da operação de SVD no DD-DoA pode ser reali-

zada através de algumas técnicas, usadas em outros contextos como o Power

Method [27] [61].

Com relação ao desenvolvimento de novos algoritmos:

• A modelagem de sistemas com transmissão em banda larga poderia ser bas-

tante útil para novas aplicações em sistemas de telefonia celular. Alguns al-

goritmos de estimação paramétrica para sistemas em banda larga já existem,

como o Wideband ESPRIT [12]. No entanto, o desenvolvimento de algoritmos

de menor complexidade computacional torna-se ainda mais desejado nestes

casos;
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• Alguns algoritmos podem ter suas ideias usadas conjuntamentes a fim de se ob-

ter um ganho ainda maior em complexidade computacional, com isso gerando

a variante Real Beamspace CB-DoA, por exemplo;

• Fazer um algoritmo de equalização baseado em DD-DoA, ou seja, operando

sem estruturas de covariância;

• Fazer extensões dos algoritmos propostos para que façam tracking de posições

de fontes ao longo do tempo, como mostrado em [62];

• Desenvolver uma versão do algoritmo CB-CFO que utilize apenas operações

reais.

Com relação a contribuições mais teóricas:

• Planeja-se mostrar as relações entre os métodos Beamspace ESPRIT e CB-

CFO. Deseja-se também futuramente colocar os algoritmos sob o framework

dos métodos do tipo MP;

• Desenvolver uma análise de MSE para o algoritmo CB-CFO;

• A prova da proposição apresentada na Subseção 3.7.3.
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Apêndice A

Análise de MSE

Neste apêndice será mostrada uma análise teórica de MSE para os algoritmos CB-

DoA e DD-DoA, de acordo com a abordagem apresentada em [63] para o ESPRIT,

com base também no artigo [64]. Algumas outras análises de desempenho do algo-

ritmo ESPRIT, com uma outra abordagem podem ser vistos em [47]. Considera-se

o sistema modelado a partir das equações (2.52) e (2.53), reproduzidas aqui por

comodidade,

x(k) = As(k) + nx(k), (A.1)

y(k) = AΦs(k) + ny(k). (A.2)

Além disso, são definidas as estruturas contendo todos os K snapshots transmitidos

da mesma maneira que na Seção 3.6, também reproduzidas aqui por comodidade,

S =
[

s(0) s(1) . . . s(K − 1)
]

, (A.3)

X =
[

x(0) x(1) . . . x(K − 1)
]

, (A.4)

Y =
[

y(0) y(1) . . . y(K − 1)
]

, (A.5)

NX =
[

nx(0) nx(1) . . . nx(K − 1)
]

, (A.6)

NY =
[

ny(0) ny(1) . . . ny(K − 1)
]

. (A.7)

Neste apêndice, a métrica MSE é definida de uma maneira distinta do restante

da tese

MSE(θ̂i, θi) = E[|∆θi|2] = E[|θi − θ̂i|2], (A.8)

onde E[·] corresponde ao operador valor estimado e a notação ∆A corresponde à

diferença entre o valor estimado Â e o valor real de uma variável A. Neste apêndice,
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o valor real da variável é considerado determińıstico enquanto o valor da estimação

é considerado estocástico. O operador E[·] está associado à operação valor esperado

em relação aos valores estimados.

Considere z(k) = [x(k)T y(k)T ]T contendo todo o snapshot recebido no instante

k As matrizes de seleção JX e JY são definidas da seguinte maneira

x(k) = JXz(k), (A.9)

y(k) = JY z(k). (A.10)

Análise para o DD-DoA Considere a estrutura auxiliar B =





X

W



, a matriz

VB é definida contendo os autovetores de BBH em suas colunas vi. Particiona-se

VB tal que

VX = JXVB, (A.11)

VW = JYVB. (A.12)

De acordo com a análise feita em [63], a dependência entre os MSEs correspon-

dentes às estimações dos parâmetros θ e φ é dada por

E[|∆θi|2] =

(

1

ωi cos θ̂i

)2
E[|∆φi|2] − ℜ[(θ̂i)

2E[(∆φi)
2]]

2
, (A.13)

onde 0 ≤ i ≤M − 1, e o operador ℜ[·] retorna a parte real de seu argumento.

Em [63] é mostrado que, no caso de apenas duas fontes de transmissão, a apro-

ximação E[(∆θi)
2] ≈ 0 é válida, o que resulta numa expressão mais simples para

E[|∆θi|2,

E[|∆θi|2] =

(

1

ωi cos θ̂i

)2
E[|∆φi|2]

2
. (A.14)

Então a fim de se ter uma expressão para o MSE no caso de 2 fontes, deve-se obter

uma expressão para E[|∆φi|2 em função das estruturas definidas para o ambiente

de estimação de DoA.

Considere Ψ definido conforme a equação (3.78), repetida a seguir por comodi-

dade,

Ψ = SVD(FW) = T1((1 + α)I + Φ)TH
2 ,

onde W = X + Y e F é uma matriz de projeção definida na seção 3.6. Sendo ri os

autovetores de Ψ, ou seja,

Ψri = (1 + α + φi)ri. (A.15)
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Então, numa aproximação de primeira ordem para ∆φi,

∆φi = rHi (∆Ψ) ri. (A.16)

A matriz Ψ representa a relação de rotação entre subespaços, portanto,

ΨVX = VW , (A.17)

Assim, a relação entre o erro ∆Ψ com os erros ∆VX e ∆VW é expressa por

(Ψ + ∆Ψ)(VX + ∆VX) = VW + ∆VW . (A.18)

Fazendo-se a aproximação (∆Ψ)(∆VX) ≈ 0, tem-se que

∆Ψ = (∆VW − Ψ∆VX)V†
X , (A.19)

onde a operação (·)† denota a pseudo-inversa de Moore-Penrose [27].

Combinando-se as equações (A.15), (A.16) e (A.19),

∆φi = (rHi ∆VWV+
X − (1 + α+ φi)r

H
i ∆VXV+

X)ri, (A.20)

ou ainda,

∆φi = rHi (JY − (1 + α + φi)JX)∆VBV+
Xri. (A.21)

Com isso, pode-se expressar E[|∆φi|2] por

E[|∆φi|2] = E[(∆φ∗
i )(∆φ)] = rHi (V+

X)HE[∆VH
BCH

i rir
H
i Ci∆VB]V+

Xri. (A.22)

onde se define uma nova variável auxiliar Ci = (JY − (1 + α+ φi)JX). Sendo ∆vj

o erro associado a cada autovetor vj de BBH , pode-se reescrever a equação (A.22)

como

E[|∆φi|2] = rHi (V+
X)H(

M
∑

j=1

|ri|2)CH
i R∆vCiV

+
Xri. (A.23)

Em [63] e [64] é mostrada a seguinte relação

R∆v = E[∆vi∆vHj ] =
σi
N

∑

k=1,k 6=i

σi
(σk − σi)2

vkv
H
k δ(i− j), (A.24)

onde δ(·) representa o impulso de Kronecker. A equação (A.23) pode ser expressa

alternativamente por

E[|∆φi|2] = rHi (V+
X)H

(

M
∑

j=1

|ri|2CH
i

σi
N

∑

k=1,k 6=i

σi
(σk − σi)2

vkv
H
k δ(i− j)Ci

)

V+
Xri, (A.25)
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onde σ2
i representam os autovalores de Ψ. Então, após substituir a equação (A.25)

na expressão (A.14), chega-se a

E[|∆θi|2] =

(

1

ωi cos θ̂i

)2
1

2
rHi (VH

X)+

(

M
∑

j=1

|ri|2CH
i

σi
N

∑

k=1,k 6=i

σi
(σk − σi)2

vkv
H
k δ(i− j)Ci

)

V+
Xri, (A.26)

que é a aproximação de MSE paraM = 2 fontes. Tal equação é próxima da expressão

de MSE para o ESPRIT no caso de M = 2 fontes mostrado em [63]. O MSE

ligeiramente maior para o DD-DoA ocorre devido à definição diferente do ESPRIT

para Ci, que, no caso do ESPRIT, é definido como CESPRIT
i = JX − φ∗

iJX .

O algoritmo DD-DoA opera sobre valores singulares, que são valores apenas

reais [27]. Por isso, cada φi tem apenas sua parte real estimada. A parte imaginária

de φi é estimada a partir de sua parte real, aumentando ligeiramente o valor de

MSE, devido a erros acumulativos.

Análise para o CB-DoA O desenvolvimento para o algoritmo CB-DoA é seme-

lhante ao apresentado em [63] para o ESPRIT. Inicialmente considera-se mais uma

vez a modelagem apresentada pela equações (2.52) e (2.53), e apresentadas no ińıcio

deste apêndice.

Define-se a matriz Z = [XT YT ]T contendo em suas colunas todos os snapshots

recebidos. Considere VZ como a matriz contendo os autovetores de ZZH em suas

colunas vi. Particiona-se agora VZ de maneira que

VX = JXVZ , (A.27)

VY = JYVZ . (A.28)

Do mesmo modo que no caso do DD-DoA, será usada a expressão (A.14) como

relação entre E[|∆θi|]2 e E[|∆φi|2] para o caso de 2 fontes no sistema, ou seja,

E[|∆θi|2] =

(

1

ωi cos θ̂i

)2
E[|∆φi|2]

2
.

Considera-se a equação (3.23), isto é,

Ψ = T1Φ
HTH

1 ,
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e mais uma vez define-se ri como um autovetor de Ψ da mesma maneira que na

equação (A.15).

Numa aproximação de primeira ordem para ∆φi, equivalente à equação (A.16),

∆φi = rHi (∆Ψ)ri. (A.29)

De maneira equivalente à equação (A.18),

(Ψ + ∆Ψ)(VX + ∆VX) = VY + ∆VY . (A.30)

Usa-se mais uma vez a aproximação ∆Ψ∆VX ≈ 0, de modo que

∆Ψ = (∆VY − Ψ∆VX)V+
X , (A.31)

A partir das equações (A.29), (A.31) e da definição de autovalor,

∆φi = (rHi ∆VYV+
X − φir

H
i ∆VXV+

X)ri, (A.32)

= rHi (JX − φ∗
iJX)∆VZV

+
Xri. (A.33)

Define-se a variável auxiliar Di = (JX − φ∗
iJX). Sendo ∆vj o erro associado a cada

autovetor vj de ZZH , então

E[|∆φi|2] = rHi (V+
X)H

(

M
∑

j=1

|ri|2
)

DH
i R∆vDiV

+
Xri, (A.34)

onde R∆v é dado pela equação (A.24). Então

E[|∆φi|2] = rHi (VX)+

(

M
∑

j=1

|ri|2DH
i

σk
N

∑

i=1,i6=k

σk
(σi − σk)2

viv
H
i δ(k − j)Di

)

(VH
X)+ri, (A.35)

onde σ2
i representam os autovalores de Ψ. Substituindo-se em (A.14) chega-se a

E[|∆θi|2] =

(

1

ωi cos θ̂i

)2
1

2
rHi (VH

X)+

(

M
∑

j=1

|ri|2DH
i

σi
N

∑

k=1,k 6=i

σi
(σk − σi)2

vkv
H
k δ(i− j)Di

)

V+
Xri, (A.36)

que é a expressão final para o MSE do CB-DoA, bastante semelhante à encontrada

para o algoritmo ESPRIT em [63].
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